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ÒÎÏÎËÎÃÈÈ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÀÒÒÅÐÍÎÂ?

Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû àíàëèçà ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì

Àííîòàöèÿ
Ïîäõîäû Âû÷èñëèòåëüíîé, Èíòåãðàëüíîé, Ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è Âû-
÷èñëèòåëüíîé òîïîëîãèè ïîçâîëÿþò ïðåâðàòèòü ãåîìåòðèþ è òîïîëîãèþ
èçîáðàæåíèé â ñêàëÿðíûå âðåìåííûå ðÿäû, ïðèãîäíûå äëÿ òðàäèöèîííî-
ãî íåëèíåéíîãî àíàëèçà. Ëåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïóëÿðíîå ââåäåíèå
â ñîâðåìåííûå ìåòîäû àíàëèçà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïàòòåðíîâ, òè-
ïè÷íûõ äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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HOW ARE TIME SERIES OBTAINED FROM GEOMETRY AND
TOPOLOGY OF SPACE PATTERNS?

Mathematical aspects of the analysis of extended dynamical systems

Abstract
The approaches applying computational, integral and stochastic geometry as well
as computational topology give possibility to transform a geometrical and topo-
logical complexity of images into scalar time series appropriate for up-to-date
nonlinear analysis. This lecture is a comprehensible introduction to contem-
porary methods of analysis of spatiotemporal patterns, which are typical for
extended dynamical systems.
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Ââåäåíèå

Ïîñêîëüêó ÿ áûë âûíóæäåí
îáðûâàòü ðàññìîòðåíèå êàæäîãî
ñëó÷àÿ ïðåæäå, ÷åì îíî ïðèíèìàëî
óçêîñïåöèàëèçèðîâàííûé õàðàêòåð,
ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ ÷èòàòåëþ
ïðèäåòñÿ ïîèñêàòü ãäå-òî â äðóãîì
ìåñòå. Äàííîå ýññå � îò íà÷àëà äî
êîíöà � îäíî ñïëîøíîå
ïðåäèñëîâèå.

Á. Ìàíäåëüáðîò
¾Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

ïðèðîäû¿

Ñîâðåìåííûé ïðîãðåññ â ðåêîíñòðóêöèè ìîäåëåé íåëèíåéíîé äèíàìèêè
èç íàáëþäàåìûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ îïèðàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íà èäåþ
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñèãíàëà. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîëàãàåì, ÷òî íåèç-
âåñòíûé íàì îðèãèíàë, êîòîðûé çàäàí â âèäå íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðà-
çîâàíèé â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, íåïðåðûâíî ïðîäóöèðóåò
îäíîìåðíóþ ¾òåíü¿ èëè ¾íàáëþäàåìóþ¿ â ôîðìå âðåìåííîãî ñèãíàëà èëè
ðåàëèçàöèè, ò. å. ïîòîêà ñîáûòèé èëè ìåòîê íà îñè âðåìåíè. Ïîñêîëüêó
íåïðåðûâíîñòü ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå áëèçîñòè, îáðàçû ïðåäåëüíûõ ðåæè-
ìîâ ñèñòåìû, àòòðàêòîðû, äîëæíû íàñëåäîâàòüñÿ â ìàñøòàáíûõ ñâîéñòâàõ
(ñêåéëèíãå) îòñ÷åòîâ, ìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè. Íî äëÿ òðàåêòîðèé íà àò-
òðàêòîðå âðåìÿ íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè: âñå ÷òî ìîãëî ïðîèçîéòè, óæå
ñëó÷èëîñü. Ïîýòîìó, íàáëþäàåìûé âðåìåííîé ðÿä ýòî èíôîðìàöèîííûé
êîä ¾ãåîìåòðèè¿ àòòðàêòîðà. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èçâëå÷ü
ýòó ãåîìåòðèþ ïåðåñòðîéêîé îäíîìåðíûõ ðÿäîâ â ìíîãîìåðíûå ñòðóêòóðû.
Îáðàç n�ìåðíîé òî÷êè ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ íàáîðà èç n îòñ÷åòîâ âðå-
ìåííîãî ðÿäà. Ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ îáðàçîâ ñëåäóåò òåïåðü ñâÿçàòü äðóã
ñ äðóãîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîïèþ òðàåêòîðèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòî-
ãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Ïðî-
ñòåéøàÿ èç íèõ ýòî ïðîñòî ñäâèã. Âîò â ïðèíöèïå è âåñü ðåöåïò ïîëó÷åíèÿ
óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè ¾�a la Takens¿. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ ¾ïî îáðà-
çó è ïîäîáèþ¿ ýêâèâàëåíòíà â ÷åòêî îïðåäåëåííîì ñìûñëå îðèãèíàëó �
àòòðàêòîðó, è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ïðåäúÿâèòü â êà÷åñòâå ¾ãëàäêîãî¿
îáúÿñíåíèÿ íàáëþäàåìîé.
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Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû èìååì äåëî ñ ¾ðàñïðåäåëåííûìè¿
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Îíè äåìîíñòðèðóþò íå òîëüêî ñëîæíîå ïîâå-
äåíèå âî âðåìåíè, íî èìåþò íåòðèâèàëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîåêöèÿìè èõ äèíàìèêè â ¾Ìèð Ýêñïåðèìåíòàòîðà¿
ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî (è íå ñòîëüêî) îäíîìåðíûå âðåìåííûå ðÿäû, íî è
¾ìãíîâåííûå ñíèìêè � snapshots¿, èçîáðàæåíèÿ èëè ¾ñöåíû¿. Òàêèì îá-
ðàçîì ïðèõîäèòüñÿ èìåòü äåëî óæå ñ äâóìÿ âèäàìè ñëîæíîñòè: âðåìåííîé,
êîòîðàÿ îòñëåæèâàåòñÿ âðåìåííûìè ðÿäàìè êàêèõ-ëèáî èíòåãðàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, è ïðîñòðàíñòâåííîé, êîòîðàÿ ¾êîäèðóåòñÿ¿ ãåîìåòðèåé è òîïîëî-
ãèåé ¾ñöåí¿. Ïîñëåäíèå òàêæå ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, òàê ÷òî îáû÷íî èìåþò
äåëî ñ âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ¾ìãíîâåííûõ ñíèìêîâ¿, ãäå òåðìèí
¾ìãíîâåííûé¿ çàâèñèò êîíå÷íî îò êîíòåêñòà ýêñïåðèìåíòà. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ìàññèâû äàííûõ ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó: ïðÿìûå ôîòîãðà-
ôè÷åñêèå èëè âèäåîçàïèñè, öèôðîâûå èçîáðàæåíèÿ èëè ïðîñòî ÷èñëîâûå
ìàòðèöû, ñòðîêè êîòîðûõ ñîäåðæàò ñêàëÿðíûå èëè âåêòîðíûå çíà÷åíèÿ èç-
ìåðÿåìîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâåííî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîöåññà èëè ñè-
ñòåìû. Ñîáèðàòåëüíûì ñèíîíèìîì òàêîãî ðàçíîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
¾ïàòòåðíà¿. Ïîäõîäÿùåå îïðåäåëåíèå ýòîãî òåðìèíà ÿ íàøåë â çàìå÷àòåëü-
íîé íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé êíèãå Ãðåÿ Óîëòåðà [1] è ïðèâåäó åãî ÷àñòè÷íî:
¾. . . ïîíÿòèå ¾ïàòòåðí¿ ïîäðàçóìåâàåò ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëåíèé
âî âðåìåíè èëè ëþáîå ðàñïîëîæåíèå ïðåäìåòîâ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå
ìîæíî îòëè÷èòü îò äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè äðóãîãî ðàñïîëîæåíèÿ
èëè ñðàâíèòü ñ íèìè. Ïåðâîå ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî ïàòòåðíà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî âû ìîæåòå âñïîìíèòü åãî è ñðàâíèòü ñ äðóãèì ïàòòåðíîì. Ýòî
ñâîéñòâî îòëè÷àåò ïàòòåðí îò áåñïîðÿäî÷íûõ ÿâëåíèé èëè õàîñà¿.

Â ýòîé ëåêöèè ïîéäåò ðå÷ü òîëüêî î ïðîñòðàíñòâåííûõ ïàòòåðíàõ. Òî÷-
íåå, ÿ íàìåðåâàþñü ðàññêàçàòü î íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
èíñòðóìåíòàõ äëÿ ¾àðèôìåòèçàöèè¿ è àíàëèçà òàêèõ îáúåêòîâ. Ñëåäóåò
ïîÿñíèòü, ÷åì æå ïëîõè óæå çíàêîìûå ïîäõîäû, êîòîðûå (èëè ïîä êîòî-
ðûå) ìîæíî ïîäîãíàòü ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû. Ïðîùå âñåãî ¾ïîäîãíàòü¿
îáúåêò, ïîïûòàòüñÿ, íàïðèìåð, çàãíàòü ðàñïðåäåëåííóþ ñèñòåìó â ïðîêðó-
ñòîâî ëîæå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ¾ñâåðíóòü¿ ïàòòåðí
òàê, ÷òîáû ãåîìåòðèÿ âûðàæàëàñü ¾èíòåãðàëîì¿ ïî âñåìó èçîáðàæåíèþ.
Èìåííî òàêîé ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí, íàïðèìåð, â íàáëþäàòåëüíîé ïðî-
ãðàììå ¾Ñîëíöå êàê çâåçäà¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå
ÿðêîñòè ôîòîñôåðû èëè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ñîëíöà. Èõ èç-
ìåðåííûå çíà÷åíèÿ çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ íà âèäèìîé ïîëîâèíå ñôåðû.
Âñÿ ýòà èíôîðìàöèÿ äîñòóïíà, íî åå òðóäíî îñìûñëèòü: ñëèøêîì âåëèêî
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ìíîãîîáðàçèå äåòàëåé ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáëþäåíèÿìè çâåçä. Èäåÿ, êîòîðàÿ
ïîçâîëèëà óïðîñòèòü ñèòóàöèþ, îêàçàëàñü íàñòîëüêî ïðîñòîé, ÷òî çà íåé
íóæíî áûëî òîëüêî íàãíóòüñÿ. Ïåðåä òåëåñêîïîì áûë óñòàíîâëåí íåáîëü-
øîé ìåòàëëè÷åñêèé øàðèê ñ çåðêàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Îòðàæåííîå îò
íåãî èçîáðàæåíèå Ñîëíöà, êîòîðîå ïîïàäàëî â îáúåêòèâ áûëî ïðàêòè÷åñêè
òî÷å÷íûì! Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ¾èíòåãðèðîâàíèè¿ âñÿ èíôîðìàöèÿ î
ãåîìåòðè÷åñêîé ñëîæíîñòè òåðÿåòñÿ, îäíàêî ïîëó÷åííûå âðåìåííûå ðÿäû
ÿðêîñòè èëè èíòåãðàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ àíàëî-
ãè÷íûìè äëÿ çâåçä. Äðóãîé ïóòü � àäàïòèðîâàòü íå ñàì îáúåêò, à ìåòîäû;
íàïðèìåð, îáîáùèòü ¾ñêàëÿðíóþ¿ ýìáåäîëîãèþ íà ìàòðè÷íûå âðåìåííûå
ðÿäû. Òàêèå ïîïûòêè áûëè è îêàçàëèñü âïîëíå óäà÷íûìè [2, 3]. Èñïîëüçóÿ
îáîáùåíèå àëãîðèòìà Òàêåíñà íà äâóìåðíóþ íàáëþäàåìóþ (ñêàëÿðíîå ïî-
ëå), äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìãíîâåííûõ ñíèìêîâ ñèñòåìû ãðàäèåíòíîãî
òèïà óäàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòü [3], ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ êîððåëÿöèîí-
íàÿ ðàçìåðíîñòü ñíèìêà ñîîòâåòñòâóåò ¾ýâîëþöèîííî çðåëîìó¿ äâèæåíèþ
æèäêîñòè, à äðîáíàÿ ðàçìåðíîñòü � ïåðåõîäíûì, òóðáóëåíòíûì ðåæèìàì.
Ïðàâäà, íà ýòîì ïóòè ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé, äà è ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê äàëåêà îò ïðèåìëåìîãî ñòàíäàðòà,
äîñòèãíóòîãî äëÿ ñêàëÿðíûõ ðÿäîâ. Ñóùåñòâóåò è òðåòèé ïîäõîä. Îí çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû êîððåêòíûì îáðàçîì èçâëå÷ü ïîëåçíóþ äèíàìè÷åñêóþ
èíôîðìàöèþ èç ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïàòòåðíîâ, à çà-
òåì ïðåäñòàâèòü åå â ôîðìå ïðèâû÷íûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Íåîáõîäèìûå
äëÿ ýòîãî ìåòîäû ìîæíî íàéòè â Âû÷èñëèòåëüíîé, Èíòåãðàëüíîé è Ñòîõà-
ñòè÷åñêîé Ãåîìåòðèÿõ, êîòîðûå ñîâñåì íåäàâíî ïîïîëíèëèñü èíñòðóìåí-
òàìè Âû÷èñëèòåëüíîé Òîïîëîãèè.

Áûëî áû íàèâíî ïîëàãàòü, ÷òî îäíà ëåêöèÿ ìîæåò äàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîå ââåäåíèå âî âñå óïîìÿíóòûå ïðåäìåòû. Âñå, ÷òî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ
â ëó÷øåì ñëó÷àå � ýòî ãëîññàðèé ñ êàðòèíêàìè ê êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ
îáëàñòåé, íàïèñàííûé ñ òî÷íîñòüþ ¾äî òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé¿.

Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðåí Îëüãå Êðóãëóí è Åêàòåðèíå Äàíèëêèíîé çà
ïîìîùü â òåõíè÷åñêîì îôîðìëåíèè ðóêîïèñè è ðåäàêòîðó Ëåêöèé Þ. Â. Òþ-
ìåíöåâó çà ìíî÷èñëåííûå èñïðàâëåíèÿ.
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Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Íàçîâåì ïåðâóþ ÷àñòü ýòî, âòîðóþ
÷àñòü òî, à ïåðåõîä îò îäíîé ê
äðóãîé íàçîâåì íå òî è íå ýòî.
Íàçîâåì íå òî è íå ýòî
¾ïðåïÿòñòâèåì¿.

Ä. Õàðìñ
¾Î ÿâëåíèÿõ è ñóùåñòâîâàíèÿõ¿

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ 1 (1) èìååò äåëî ñ äèçàéíîì è âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè ðàçëè÷íûõ
ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé. ß ïðèâåäó ïðîñòîé ïðèìåð, â êîòîðîì îäíà è òà
æå çàäà÷à èìååò äâå òàêèõ ìîäåëè. Ðàññìîòðèì òî÷êó P (xp, yp) è ëèíèþ
l : y = ax + b íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 1). Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, âûøå èëè

ÐÈÑ. 1. Äâå ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ

íèæå ïðÿìîé l ëåæèò òî÷êà P .
1Åñëè ññûëêà íà ïðèìå÷àíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî, çàêëþ÷åííîå â êðóãëûå ñêîáêè,

íàïðèìåð, (3), òî îíà îáîçíà÷àåò íîìåð ïðèìå÷àíèÿ, ïîìåùåííîãî â êîíöå äàííîãî òåêó-
ùåãî ðàçäåëà. Ññûëêà â âèäå ÷èñëà, íå çàêëþ÷åííîãî â ñêîáêè � îáû÷íîå ïîäñòðàíè÷íîå
ïðèìå÷àíèå. � Ïðèì. ðåä.

144 ÓÄÊ 004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Í. Ã.ÌÀÊÀÐÅÍÊÎ

Ïðåæäå âñåãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî l íàõîäèòñÿ â ¾îáùåì ïîëîæåíèè¿, ò. å.
íå âåðòèêàëüíà è íå ãîðèçîíòàëüíà. Òîãäà äîñòàòî÷íî íàéòè òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ (xz, yz) âåðòèêàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç P , ñ ïðÿìîé l; åå êîîðäèíàòû
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì: yz = axp + b; xz = xp. Î÷åâèäíî, ÷òî P ëåæèò
íèæå l, åñëè yz > yp, è âûøå åå, åñëè yz < yp. Íî ýòî ëèøü îäèí ïîäõîä
ê ðåøåíèþ. Äðóãîé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: îòìåòèì íà ëèíèè äâå äî-
ïîëíèòåëüíûå òî÷êè � q è r. Òîãäà òðè òî÷êè p, q, r îáðàçóþò òðåóãîëüíèê.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì ïðîãðàììîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
S òðåóãîëüíèêà ïî ¾øêîëüíîé¿ ôîðìóëå:

S =
1
2
[
xq(yr − yp) + xr(yp − yq) + xp(yq − yr)

]
.

Â ñëó÷àå, åñëè S = 0 � òî÷êà P ëåæèò íà l. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîðÿäîê
èíäåêñîâ òî÷åê q, r è p â ñëàãàåìûõ íàøåé ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóåò îáõîäó
òðåóãîëüíèêà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, è ïðèâîäèò ê
îòðèöàòåëüíîìó çíàêó ïëîùàäè. Îäíàêî, åñëè P ëåæèò âûøå ëèíèè, èí-
äåêñû âåðøèí òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþò ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèè
è ïëîùàäü áóäåò ïîëîæèòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòâåòà íóæíà äàæå íå
ñàìà ïëîùàäü, à òîëüêî åå çíàê. Èòàê, ìû èìååì äâà ðàçíûõ ïîäõîäà ê ðå-
øåíèþ. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ïîçâîëÿþò îöåíèòü, êàêîé èç
íèõ ðàáîòàåò áûñòðåå, òðåáóåò ìåíüøåãî îáúåìà ïàìÿòè è áîëåå óñòîé÷èâ
ê îøèáêàì âû÷èñëåíèé.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñàìèì àëãîðèòìàì. Íàñ èíòåðåñóþò ïðåæäå âñåãî
òå èç íèõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííûé ïàòòåðí íåêîòî-
ðûì ¾ñêåëåòîì¿, ïîçâîëÿþùèì, ïî ìåíüøåé ìåðå, ïðîäåëàòü òàêñîíîìè÷å-
ñêèé àíàëèç, ò.å. ðàçäåëèòü íàáëþäàåìîå ìíîæåñòâî íà êëàññû è ïðèñâîèòü
êëàññàì íàçâàíèÿ 2. Íà÷èíàÿ ñ Êàðëà Ëèííåÿ (2), ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáðàç ýê-
âèâàëåíòåí íàáîðó ïðàâèë äëÿ åãî ðàñïîçíàâàíèÿ. Â îñíîâó òàêèõ ïðàâèë
ïðîùå âñåãî ïîëîæèòü àëãîðèòìû ¾áëèçîñòè¿, ãåîìåòðè÷åñêîé èëè òîïî-
ëîãè÷åñêîé. Èõ òðàäèöèîííûé íàáîð èç âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè âêëþ-
÷àåò äèàãðàììó Âîðîíîãî (ÄÂ), òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå (ÒÄ) è ìèíèìàëü-
íîå îñòîâíîå äåðåâî (ÅÌÎÄ). Ñîâðåìåííûì äîïîëíåíèåì ê íèì ÿâëÿþòñÿ
àëüôà-ôîðìû (ÀÔ). Ðàññìîòðèì ýòè àëãîðèòìû â óïîìÿíóòîì ïîðÿäêå.

2Ëþáîïûòíî, ÷òî åùå ó ðèìëÿí áûëà ïîãîâîðêà Nomen est numen� ¾íàçâàòü � çíà÷èò
óçíàòü¿.
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Äèàãðàììà Âîðîíîãî

Ïðåäñòàâèì ñåáå ãîðîä, íà òåððèòîðèè êîòîðîãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïî-
ëîæåíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî P ∈ R2 îáìåííûõ ïóíêòîâ âàëþòû. Ðàçóìíî
ïîëàãàòü, ÷òî æèòåëè ïîñåùàþò áëèæàéøèé ê íèì ïóíêò. Â ýòîì ñëó÷àå,
âñÿ òåððèòîðèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà ëîêóñû Vp � îêðåñò-
íîñòè êàæäîé èç òî÷åê P òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèå ëþáîé òî÷êè ëîêóñà x ∈ VP

äî åãî öåíòðà p ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå äî ëþáîãî äðóãîãî öåíòðà q ∈ P .
Ôîðìàëüíî,

Vp =
{
x ∈ R2|∀q ∈ P − {p}, ‖x− p‖ ≤ ‖x− q‖},

ãäå {p} îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà p óäàëåíà èç P . Â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà-
÷à áûëà ðåøåíà â 1908 ãîäó ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Ãåîðãèåì Âîðîíûì (3),
ïîýòîìó èñêîìîå ðàçáèåíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü äèàãðàììîé Âîðîíîãî 3. Åñ-
ëè P ñîäåðæèò âñåãî äâå òî÷êè, ñêàæåì p è q, òî äèàãðàììà òðèâèàëüíà:
íàäî ïðîñòî ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿð ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþ-
ùåãî ýòó ïàðó. Òîãäà ëîêóñàìè áóäóò äâå ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå p è
q ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå äèàãðàììà Âîðîíîãî (ÄÂ) îáðàçóåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ ïîëóïëîñêîñòåé. Îáû÷íî, àëãîðèòìû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ÄÂ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè;
â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèå ÷åòûðå òî÷êè ìíîæåñòâà P íå
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå ÄÂ ïå-
ðåñåêàåòñÿ â òî÷íîñòè òðè ðåáðà äèàãðàììû. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ èç âåðøèí
ÄÂ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ëåæàò áëèæàéøèå ê íåé òðè
öåíòðà ëîêóñîâ; ïðè ýòîì âíóòðè îêðóæíîñòè íåò íè îäíîãî öåíòðà. Ñó-
ùåñòâóåò îäèí áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÄÂ. Åãî îðèãèíàëüíîñòü
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ñêîðåå ¾àíàëîãîâûé¿, ÷åì öèôðîâîé.

Ìåòîä ñòåïíîãî ïîæàðà. Èäåÿ àëãîðèòìà áåðåò íà÷àëî èç ïðàêòèêè
òóøåíèÿ ñòåïíûõ ïîæàðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
îñòàíîâèòü îãíåííûé ôðîíò � ïîäæå÷ü ñòåïü ïî åãî äðóãóþ ñòîðîíó òàê,
÷òîáû äâå îãíåííûõ ñòåíû ïðèøëè â ñîïðèêîñíîâåíèå è ïîãàñèëè äðóã
äðóãà. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû ïîäîæãëè îäíîâðåìåííî âñå òî÷êè êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà P . Ãîðÿùèé ôðîíò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èç êàæäîé òî÷êè
â âèäå ðàñøèðÿþùåãîñÿ ñî âðåìåíåì äèñêà. Ìû ïîëàãàåì ïðè ýòîì, ÷òî
¾ñòåïü¿ îäíîðîäíà, òàê ÷òî óâåëè÷åíèå ðàäèóñîâ äèñêîâ ïðîèñõîäèò ñèí-
õðîííî è ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ òàê, ÷òî äâà ñîñåäíèõ êðóãîâûõ ôðîíòà

3Ñèíîíèìàìè ÿâëÿþòñÿ: ÿ÷åéêè Äèðèõëå, ìíîãîóãîëüíèêè Òèññåíà, ÿ÷åéêè Âèãíåðà-
Çåéòöà.
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âñòðåòÿòñÿ òî÷íî ïîñåðåäèíå èíòåðâàëà, ñîåäèíÿþùåãî èõ öåíòðû. Ñïåðâà
ïëàìÿ ïîãàñíåò â òî÷êå êîíòàêòà; îñòàëüíûå òî÷êè ôðîíòîâ áóäóò ïðî-
äîëæàòü äâèæåíèå äî âñòðå÷è ñî ñâîèì àíòèïîäîì. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê ãàøåíèÿ îáðàçóåò ïðÿìóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ äåëèò ïðî-
ñòðàíñòâî ìåæäó òî÷êàìè íà äâå ðàâíûå ïîëóïëîñêîñòè, è ìíîæåñòâî òàêèõ
ëèíèé îáðàçóåò òî, ÷òî íàì íóæíî, ò. å. ÄÂ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2
ïîêàçàíû òðè ïîñëåäîâàòåëíûõ êàäðà ñòåïíîãî ïîæàðà äëÿ ìíîæåñòâà P ,
êîòîðîå ñîäåðæèò òðè òî÷êè.

ÐÈÑ. 2. Ñòåïíîé ïîæàð äëÿ òðåõ òî÷åê

Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äëÿ ãåîìåòðèè ôðîíòîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíûõ
ðàçáèåíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ãîðåíèå â Lp-ìåòðèêàõ, ïðè p 6=
2. Íàïðèìåð, ìåòðèêà L∞ ïðèâåäåò ê ðàçáèåíèþ ïëîñêîñòè íà ìíîæåñòâî
íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ(4).

Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì áëèçîñòè, òåñíî ñâÿçàííûé ñ ÄÂ, âïåðâûå ïîÿâèë-
ñÿ â ïðàêòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òðèàíãóëÿöèþ âïåðâûå
ïðèìåíèë â 1915 ãîäó íèäåðëàíäñêèé àñòðîíîì è ìàòåìàòèê Âèëëåáðîðä
Ñíåëëèóñ (5) ïðè ïðîêëàäêå êàíàëîâ äëÿ ãðàäóñíûõ èçìåðåíèé. Ìàòåìàòè-
÷åñêèå îñíîâû àëãîðèòìà áûëè ñîçäàíû ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Áîðèñîì
Äåëîíå (6). Ñîåäèíèì îòðåçêàìè âñå ïàðû öåíòðîâ ÿ÷ååê Âîðîíîãî (ðèñ. 3).
Ïîëó÷åííûé ãðàô, äâîéñòâåííûé 4 äèàãðàììå Âîðîíîãî, è íàçûâàþò òðè-
àíãóëÿöèåé Äåëîíå (ÒÄ). Â îáùåì ñëó÷àå ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ � ýòî ðàçáè-
åíèå êîìïàêòíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè èëè íà ìíîãîîáðàçèè íà ñèñòåìó

4×àùå ãîâîðÿò � äóàëüíûé.
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ÐÈÑ. 3. Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå âìåñòå ñ äèàãðàììîé Âîðîíîãî

ïðîñòûõ òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê-ñèìïëåêñîâ (7). Îäíàêî, íå âñÿêàÿ òðèàíãóëÿ-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ÒÄ: ïîñëåäíÿÿ èñïîëüçóåò ¾íàèáîëåå ïðàâèëüíûå¿ òðåóãîëü-
íèêè â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ðàññìîòðèì äâà ñìåæíûõ ïî ðåáðó òðåóãîëüíè-
êà, âõîäÿùèõ â ÒÄ è îáðàçóþùèõ ÷åòûðåõóãîëüíèê. Èñõîäíîå ðåáðî ìîæíî
ïåðåáðîñèòü 5 òàê, ÷òîáû îíî ñîåäèíèëî äâå äðóãèõ âåðøèíû. Òàê âîò â ÒÄ
ìèíèìàëüíûé èç øåñòè óãëîâ â ïàðå òðåóãîëüíèêîâ ïðè ýòîì íå óâåëè-
÷èòñÿ! Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû òðèàíãóëÿöèÿ áûëà
ÒÄ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âíóòðè îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âî-
êðóã ëþáîãî èç òðåóãîëüíêîâ, íå áûëî íè îäíîé äðóãîé âåðøèíû ÒÄ � ýòî
ñâîéñòâî íàçûâàþò ¾êðóãîâûì êðèòåðèåì¿ ÒÄ.

Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà äëÿ çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè
f(x, y) íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå îïîðíûõ òî÷åê: f(xi, yi) = fi, i = 1, 2, . . . N .
Ïóñòü ýòè èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëó÷åíû íà ïðîèçâîëüíîé, íå
îáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíîé, ñåòêå àðãóìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à âîññòà-
íîâëåíèÿ f(x, y) ïî êîíå÷íîìó îáó÷àþùåìó ìíîæåñòâó íå ÿâëÿåòñÿ êîð-
ðåêòíîé. Â ñàìîì äåëå, ê ëþáîé íàéäåííîé ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç îïîðíûå òî÷êè, ìîæíî äîáàâèòü ÷ëåí ϕ(x, y)

∏N
i=1(x − xi)(y − yi),

5Ýòî íàçûâàåòñÿ � ¾ñäåëàòü ôëèï¿.
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ãäå ϕ(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè,
âûçâàííîé îñöèëëÿöèÿìè ôóíêöèè ìåæäó îïîðíûìè òî÷êàìè, ñåòêó èçìå-
ðåíèé æåëàòåëüíî óïëîòíèòü è ñäåëàòü åå ïî âîçìîæíîñòè ýêâèäèñòàíòíîé.
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ÒÄ ïî îïîðíûì òî÷êàì. Òåïåðü äîáàâèì â êàæäûé òðå-
óãîëüíèê ïî îäíîé íîâîé òî÷êå. Ñîåäèíèì êàæäóþ òàêóþ òî÷êó ñ âåðøèíà-
ìè òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åå îêðåñòíîñòüþ. Èñïîëüçóÿ êðóãîâîé
êðèòåðèé, ïåðåñòðîèì ïîëó÷åííóþ èçìåëü÷åííóþ òðèàíãóëÿöèþ òàê, ÷òî-
áû îíà òîæå ñòàëà ÒÄ. Ïîñëå ýòîãî, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ íàøåé ôóíêöèè
â íîâûõ òî÷êàõ, èñïîëüçóÿ êàêèå-ëèáî ðîáàñòíûå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè.
Åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïîâòîðèì ïðîöåäóðó èçìåëü÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû
áóäåì èìåòü áîëåå ïðåäñòàâèòåëüíîå îáó÷àþùåå ìíîæåñòâî, çàäàííîå íà
ñåòêå àðãóìåíòîâ, áëèçêîé ê ýêâèäèñòàíòíîé. Òåïåðü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
f(x, y) ìîæíî ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, èñêóññòâåííóþ íåéðîí-
íóþ ñåòü.

Åâêëèäîâî ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî (ÅÌÎÄ)

Ôîðìàëüíî ÅÌÎÄ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è. Íà ïëîñ-
êîñòè çàäàíû N òî÷åê. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äåðåâî (8), âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ýòè òî÷êè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ðåáåð
ãðàôà ìèíèìàëüíà. Ïðàêòè÷åñêè òàêîå äåðåâî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî,
íàïðèìåð, òåëåôîííîé ñåòüþ ìèíèìàëüíîé äëèíû, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò N
àáîíåíòîâ. Ïðèìåð ÅÌÎÄ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4. Ïðÿìîé, íî íå îïòèìàëüíûé

ÐÈÑ. 4. Ìèíèìàëüíîå îñòàâíîå äåðåâî äëÿ 23 òî÷åê

ïóòü íàõîæäåíèÿ ÅÌÎÄ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âûáèðàåì îäíó èç N
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òî÷åê, ñêàæåì p, è âû÷èñëÿåì âñå ðàññòîÿíèÿ äî N −{p} òî÷åê. Ïåðåõîäèì
â áëèæàéøóþ ê p òî÷êó, ò. å. ïðîâîäèì ðåáðî, è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèå ìàò-
ðèöû ðàññòîÿíèé. Íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî øàãà, ïðè âûáîðå áëèæàéøåãî ñîñåäà
ïðîâåðÿåì îòñóòñòâèå öèêëà. Ïðîäîëæàåì óïîìÿíóòûå îïåðàöèè ïîêà íå
ïîëó÷èì äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà. Ëó÷øèé èç èçâåñòíûõ
àëãîðèòìîâ ÅÌÎÄ èìååò ñëîæíîñòü O(N2). Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî
ÅÌÎÄ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ÄÂ, êîòîðàÿ çàäàåò îòíîøåíèÿ áëèçîñòè ìåæäó
òî÷êàìè.

ÐÈÑ. 5. Glass pattern

ÅÌÎÄ � íàèáîëåå èçëþáëåííûé ãðàô äëÿ ïðèëîæåíèé, äèàïàçîí êîòî-
ðûõ ïðîñòèðàåòñÿ îò çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè äî îöåíîê ðàçìåðíîñòåé Ðåíüè â
ìóëüòèôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâàõ è âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà íåñâÿçíîñòè. Íàè-
áîëåå èíòåðåñíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ãðàôîì, îáóñëîâëåíû òåì îáñòî-
ÿòåëüñòâîì, ÷òî íàø ìîçã, ïî-âèäèìîìó, ðåàëèçóåò àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì:
íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð áëèçêèõ ïÿòåí èëè òî÷åê ìû âèäèì êàê ôðàãìåíòû
ëèíåéíûõ ñòðóêòóð. Ðèñ. 5 äåìîíñòðèðóåò ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ýôôåêò 6 íà
ïðèìåðå íàëîæåíèÿ äâóõ èäåíòè÷íûõ ïàíåëåé, ñîäåðæàùèõ ñëó÷àéíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå òî÷åê, êîòîðûå íàëîæåíû äðóã íà äðóãà ïîñëå ïîâîðîòà îäíîé
èç íèõ íà íåáîëüøîé óãîë. Êîíöåíòðè÷åñêèå êðóãè, êîòîðûå âû âèäèòå �

6Åãî íàçûâàþò Glass pattern.
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ýòî ñëåäñòâèå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ÅÌÎÄ íàøèì çðåíèåì.
Â àñòðîíîìèè íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðîÿâëåíèåì Glass pattern'à áûëè

çíàìåíèòûå êàíàëû Ìàðñà. Ñêîïëåíèå òåìíûõ òî÷åê íà äèñêå ïëàíåòû íà-
áëþäàòåëè íà ïðåäåëå ðàçðåøåíèÿ âèäåëè êàê ñåòêó ëèíèé èëè êàíàëîâ.
Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíà êàðòà òàêèõ êàíàëîâ, ïîñòðîåííàÿ ôðàíöóçñêèì àñò-
ðîíîìîì Ýæåíîì Àíòîíèàäè (9) ïî íàáëþäåíèÿì Ìàðñà â ýïîõó âåëèêîãî
ïðîòèâîñòîÿíèÿ 1909 ãîäà. Äðóãèì ìåíåå èçâåñòíûì ïðîÿâëåíèåì ÅÌÎÄ

ÐÈÑ. 6. Êàðòà ìàðñèàíñêèõ êàíàëîâ ïî Àíòîíèàäè

ÿâëÿåòñÿ ¾èíâàðèàíòíàÿ¿ ôîðìà ñîçâåçäèé íà êàðòàõ çâåçäíîãî íåáà ó ðàç-
íûõ íàðîäîâ. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè çàäàòü óñòà-
íîâëåííûå ãðàíèöû ñîçâåçäèé è ïîñòðîèòü ÅÌÎÄ äëÿ ÿðêèõ çâåçä â ýòîé
îáëàñòè, ìû ïîëó÷èì ñòàíäàðòíûå ôîðìû ñîçâåçäèé ñ òî÷íîñòüþ äî ðàç-
ëè÷íûõ ìèôîëîãè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé. ÅÌÎÄ äëÿ ñåìè íàèáîëåå ÿðêèõ
çâåçä Áîëüøîé Ìåäâåäèöû, íàïðèìåð, èìåþò ôîðìó êîâøà.

Àëüôà-ôîðìû

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê àëãîðèòìó, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ¾ïðèïèñàòü ôîðìó¿ äèñ-
êðåòíîìó ìíîæåñòâó. Ïîíÿòíî, ÷òî íèêàêîé ôîðìû òàêîå ìíîæåñòâî íå
èìååò, è èìåòü íå ìîæåò. Îäíàêî, â ðÿäå çàäà÷ òàêàÿ ôîðìà êðàéíå æåëà-
òåëüíà. Íàïðèìåð, â áèîôèçèêå êàæäûé àòîì ìîëåêóëû áåëêà ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê òâåðäóþ ñôåðó. Â ýòîì ñëó÷àå ìîëåêóëà áóäåò èçîáðàæàòüñÿ êàê
3D êîíôèãóðàöèÿ øàðîâ ðàçíîãî ðàäèóñà. Ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ìîëåêóëàìè ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü òàêèå
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âåëè÷èíû, êàê ïîâåðõíîñòü è îáúåì ìîëåêóëû. Ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê
ïîëó÷èòü èõ èç ¾ñêåëåòà¿ ìîëåêóëû. Ãåðáåðò Ýäåëüñáðóíåð ïðåäëîæèë â
90�õ ãîäàõ àëãîðèòì áëèçîñòè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåïðåðûâíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðì, ïàðàìåòðèçîâàííóþ íåêîòîðûì ÷èñëîì α. Ýòè
ôîðìû ìîäåëèðóþò ãåîìåòðèþ è òîïîëîãèþ ïðîèçâîëüíîé òî÷å÷íîé êîí-
ôèãóðàöèè ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ è, êîíå÷íî, èìåþò ïëîùàäè è îáúåìû.

Èäåþ àëãîðèòìà ìîæíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà. Ïðåäñòàâèì
ñåáå îäíîðîäíî çàêðàøåííóþ äîñêó, â êîòîðóþ çàáèòû ãâîçäè. Êàæäûé
ãâîçäü � ýòî òî÷êà íàøåãî ìíîæåñòâà è êîíôèãóðàöèÿ ãâîçäåé ñëó÷àéíà.
Âûáåðåì êðóãëóþ ðåçèíêó ñ ðàäèóñîì α. Èñïîëüçóÿ åå, ñîòðåì êðàñêó íà
íàøåé äîñêå òàì, ãäå ãâîçäè íå ïðåïÿòñòâóþò äâèæåíèþ ðåçèíêè. Åñëè
α = 0, ìû êîíå÷íî ïîëó÷èì èñõîäíóþ êîíôèãóðàöèþ. Åñëè ðåçèíêà ïðå-
âûøàåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìåæäó ãâîçäÿìè, ýòî ïðîèçîéäåò, íàïðèìåð,
ïðè α = ∞� ìû ïîëó÷èì âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíôèãóðàöèè. Ýòî è áó-
äóò äâå ïðåäåëüíûå α-ôîðìû (ÀÔ). Âñå ïðîìåæóòî÷íûå ÀÔ ïîëó÷àþòñÿ
ïðè èçìåíåíèè α â äèàïàçîíå 0 < α < ∞. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåí ïðèìåð
øåñòè α-ôîðì, ïîñòðîåííûõ íà êîíôèãóðàöèè òî÷åê, îáðàçóþùèõ ãðå÷å-
ñêóþ áóêâó α. ÀÔ òåñíî ñâÿçàíû ñ òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå. ÒÄ ïîçâîëÿåò

ÐÈÑ. 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α-ôîðì äëÿ êîíôèãóðàöèè áóêâû α

äîïîëíèòåëüíî ââåñòè åùå îäíó ïîëåçíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó �
α�êîìïëåêñ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü äàæå òàêèå òîíêèå âåùè, êàê
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èíâàðèàíòû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, íàïðèìåð, ÷èñëà Áåòòè. Àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ α�êîìïëåêñà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ òî÷å÷íîé êîíôè-
ãóðàöèè ñïåðâà ïîëó÷àþò ÒÄ. Çàòåì ñ ïîìîùüþ äèñêà ðàäèóñà α ïðîâå-
ðÿåòñÿ êàæäàÿ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Â α�êîìïëåêñ âêëþ÷àåòñÿ òà ÷àñòü

ÐÈÑ. 8. α�êîìïëåêñ äëÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî 7 òî÷åê

òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå (åå îòäåëüíûå ðåáðà è ãðàíè), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
¾α-íåçàùèùåííîé¿ 7. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåáðî òðèàíãóëÿöèè ïðèíàäëåæèò
α�êîìïëåêñó, åñëè äèñêè ðàäèóñà α, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó, ÿâëÿþòñÿ ïó-
ñòûìè, ò. å. íå ñîäåðæàò íè îäíîé âåðøèíû ÒÄ. Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåí ïðèìåð
α�êîìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî íà ñåìè òî÷êàõ.

Íåéðîííûé ãàç è òîïîëîãèÿ áëèçîñòè

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî îáó÷åíèÿ Õåááà, äîïîëíåííîå êîíêóðåíöèåé, ìîæíî
ïîñòðîèòü íåéðîííûå ñåòè (ÍÑ), ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ðàçáèåíèå Âî-
ðîíîãî è òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå. Â ýòîé ëåêöèè ìû âûíóæäåííû îãðàíè-
÷èòüñÿ òîëüêî êðàòêèìè çàìå÷àíèÿìè; ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [26, 27]. Ðàññìîòðèì ÍÑ ñ ýëåìåíòàìè i, j = 1, . . . , N , ñíàáæåííû-
ìè ëàòåðàëüíûìè ñâÿçÿìè, âåëè÷èíà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Cij . Åñëè
Cij > 0, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåéðîí i ñâÿçàí ñ íåéðîíîì j. Ïðàâèëî îáó÷åíèÿ
Õåááà èìååò âèä ∆Cij ∝ yiyj , ãäå yi, yj � âõîäíàÿ è âûõîäíàÿ àêòèâíîñòü

7α�exposed.
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íåéðîíà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âõîäíîãî âåêòîðà v ñ ðàñïðåäåëåíèåì P (v)
ïîëàãàþò, ÷òî yi = R(‖v − wi‖), ãäå R � ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè,
à w � âåñ íåéðîíà. Ïðàâèëî Õåááà ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∆Cij ∝ yiyj , åñëè yiyj > ykyl è ∆Cij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêîå ïðà-
âèëî íàçûâàþò êîíêóðèðóþùèì ïðàâèëîì Õåááà. Ìîæíî ïîêàçàòü [26, 27],
÷òî ñòðóêòóðà ñâÿçåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïðàâèëó, áóäåò ñîâïàäàòü ñ
ÒÄ íà ìíîæåñòâå âåñîâ {w}. Òî÷íåå, ýëåìåíòû Cij â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ
ñòðåìÿòñÿ ê àñèìïòîòèêå θ[Cij(t → ∞)] = Aij , ãäå θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàé-
äà, à Aij ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè äëÿ ÒÄ íà ìíîæåñòâå âåñîâ
{w} òàê, ÷òî Aij = 1, åñëè Vi

⋂
Vj 6= ∅, ãäå Vi, Vj � ÿ÷åéêè Âîðîíîãî äëÿ

âåñîâ wi, wj . Ñóùåñòâóþò êîìïüþòåðíûå ïàêåòû, ðåàëèçóþùèå îïèñàí-
íûé ïîäõîä. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÍÑ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÒÄ è ÄÂ ÿâëÿþòñÿ
ÍÑ òèïà ¾íåéðîííûé ãàç¿, ââåäåííûé Á. Ôðèòöêå [28] è åãî ìîäèôèêàöèÿ,
èçâåñòíûé êàê ¾ðàñòóùèé íåéðîííûé ãàç¿. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 9
ïðèâåäåíà äèàãðàììà Âîðîíîãî äëÿ êîëüöà, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ðàñòó-
ùåãî íåéðîííîãî ãàçà.

ÐÈÑ. 9. ÄÂ êîëüöà, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ¾ðàñòóùåãî íåéðîííîãî
ãàçà¿

Ïðèìå÷àíèÿ

1. Ãåîìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû ðåàëèçóþòñÿ íà êîìïüþòåðå, ïîýòîìó, ñëå-
äóÿ Å. Äåéêñòðå êîìïüþòåðíàÿ íàóêà äîëæíà íàçûâàòüñÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé íàóêîé ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ïî êîòîðûì õèðóðãèþ íå
íàçûâàþò íàóêîé î íîæå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîâðåìåííàÿ âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ íà÷àëàñü â 1978 ãîäó ñ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè
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Ì. Øåéìîñà, êîòîðàÿ ëåãëà â îñíîâó êëàññè÷åñêîãî ó÷åáíèêà [5]. Îä-
íàêî, åùå â 1969 ãîäó Ì. Ìèíñêèé è Ñ. Ïåéïåðò èññëåäîâàëè íåêî-
òîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû â êîíòåêñòå ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
ïåðñåïòðîíàìè [43]. Íà ïðàêòèêå ãåîìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû èñïîëü-
çîâàëèñü óæå â ãëóáîêîé äðåâíîñòè. Òàê, åãèïåòñêèå àðõèòåêòîðû åùå
4000 ëåò íàçàä èñïîëüçîâàëè ñâîåîáðàçíûé ¾êîìïüþòåð¿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïðÿìîãî óãëà íà ìåñòíîñòè. Îí ïðåäñòàâëÿë ñîáîé âåðåâêó ñî
ñâÿçàííûìè êîíöàìè, ðàçäåëåííóþ äâåíàäöàòüþ óçëàìè íà ðàâíûå
ïðîìåæóòêè. Ïðÿìîé óãîë ñòðîèëñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ïè-
ôàãîðà (4)2 + (3)2 = (5)2 ïðè îäíîì ôèêñèðîâàííîì êàòåòå.

2. Ëèííåé Êàðë (1707�1778 ãã.), øâåäñêèé åñòåñòâîèñïûòàòåëü, ïåðâûé
ïðåçèäåíò øâåäñêîé ÀÍ. Àâòîð ðÿäà òðóäîâ ïî áîòàíèêå, çîîëîãèè,
ìåäèöèíå. Ïîëó÷èë ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü áëàãîäàðÿ ñîçäàííîé èì
ñèñòåìå êëàññèôèêàöèè ðàñòèòåëüíîãî è æèâîòíîãî ìèðà. Îíà áûëà
îïèñàíà â �Systema naturae� è îñíîâàíà íà áèíàðíîé íîìåíêëàòóðå,
â êîòîðîé êàæäûé âèä îáîçíà÷àåòñÿ äâóìÿ ëàòèíñêèìè íàçâàíèÿìè �
ðîäîâûì è âèäîâûì. Ëèííåé îòêðûë è îïèñàë îêîëî 1500 ðàñòå-
íèé, ðàçäåëèâ èõ íà 24 êëàññà. Âñåõ æèâîòíûõ Ëèííåé ïîìåñòèë â
6 êëàññîâ: Ìëåêîïèòàþùèå, Ïòèöû, Àìôèáèè, Ðûáû, ×åðâè, Íà-
ñåêîìûå. ×åëîâåê áûë îòíåñåí ê êëàññó ìëåêîïèòàþùèõ, ê îòðÿäó
ïðèìàòîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â êíèãå Ó. Ãðåíàíäåðà [16] ìîæíî íàéòè
ëþáîïûòíûé ïðèìåð ñòàðèííîé êèòàéñêîé òàêñîíîìèè æèâîòíûõ.
Îíè äåëÿòñÿ íà ¾ïðèíàäëåæàùèõ èìïåðàòîðó, ñêàçî÷íûõ, íåèñ÷èñëè-
ìûõ, íàðèñîâàííûõ î÷åíü òîíêîé êèñòî÷êîé èç âåðáëþæåé øåðñòè,
áóéñòâóþùèõ, êàê â áåçóìèè è ò. ä.¿ Ñèðåíû, áðîäÿ÷èå ñîáàêè è ìî-
ëî÷íûå ïîðîñÿòà îáðàçóþò îòäåëüíûå êëàññû.

3. Âîðîíîé Ãåîðãèé Ôåîäîñüåâè÷ (1868�1908). Ðóññêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí-
êîððåñïîíäåíò Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ (1907). Â 1889 ãîäó, ïî îêîí÷àíèè
Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà áûë îñòàâëåí äëÿ ïîäãîòîâêè ê ïðîôåñ-
ñîðñêîìó çâàíèþ. Â 1894 ãîäó çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ
¾Î öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ, çàâèñÿùèõ îò êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî
óðàâíåíèÿ 3�é ñòåïåíè¿ è áûë íàçíà÷åí ïðîôåññîðîì óíèâåðñèòåòà
è ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà â Âàðøàâå. Â 1897 ãîäó çàùèòèë äîê-
òîðñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Îá îäíîì îáîáùåíèè àëãîðèòìà íåïðåðûâ-
íûõ äðîáåé¿, óäîñòîåííóþ ïðåìèè èìåíè Áóíÿêîâñêîãî. Ñäåëàë ðÿä
âàæíûõ îòêðûòèé â ãåîìåòðèè ìíîãîãðàííèêîâ è ãåîìåòðèè ÷èñåë.
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4. Àëãîðèòì ñòåïíîãî ïîæàðà èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ãðàôè÷å-
ñêèõ ñèìâîëîâ è êîíòóðíûõ èçîáðàæåíèé [8]. Ïðåäñòàâèì ñåáå èäå-
àëüíî îäíîðîäíóþ ëóæàéêó, â ôîðìå êâàäðàòà A, ñóõóþ è ãîòîâóþ
çàãîðåòüñÿ. Çà ïðåäåëàìè ïåðèìåòðà òðàâû íåò. Åñëè ïîäæå÷ü ïåðè-
ìåòð îäíîâðåìåííî âî âñåõ òî÷êàõ, îãîíü áóäåò ãàñíóòü íà äèàãîíàëÿõ
êâàäðàòà è ìû ïîëó÷èì ¾ñêåëåò¿ A â ôîðìå áóêâû ×. Ñæèãàíèå ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ëóæàéêè ïðèâåäåò ê äåðåâó >�<. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ïðè ñãîðàíèè ïðîèçâîëüíîãî êîíòóðà ìû ïîëó÷èì ñêåëåòû â ôîðìå
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ èëè äåðåâüåâ, êîòîðûå ëåã÷å ïðåäñòàâèòü â ïàìÿòè
ÝÂÌ, ÷åì îðèãèíàë.

5. Âèëëåáðîðä Ñíåëëèóñ (Ñíåëëü) (ëàòèíèçèðîâàííîå Snellius � íèäåð-
ëàíäñêîå âàí Ñíåë âàí Ðîéåí) ( 1580�1626), íèäåðëàíäñêèé àñòðîíîì
è ìàòåìàòèê. Ïðåäëîæèë ìåòîä òðèàíãóëÿöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ïî ïåðåñå÷åííîé ìåñòíîñòè è âïåðâûå ïðèìåíèë åãî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äëèíû äóãè ìåðåäèàíà, èñïîëüçóÿ òðåóãîëüíèêè ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì äî âåðøèí â 30�40 êì. Â 1614�1617 ãîäàõ ïðîèçâåë èçìåðå-
íèå äëèíû äóãè â 1 ãðàäóñ â Ãîëëàíäèè, ïîëó÷èâ âåëè÷èíó â 107335
ì. Â 1621 ãîäó ýêñïåðèìåíòàëüíî îòêðûë çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà.
Â 1624 ãîäó ââåë ¾Ëîêñîäðîìèþ¿ � êðèâóþ, ïåðåñåêàþùóþ ãëîáóñ
(ñôåðó) ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì.

6. Äåëîíå Áîðèñ Íèêîëàåâè÷ (1890�1980). Ðîäèëñÿ â Ïåòåðáóðãå. Ñîâåò-
ñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ (1929), ÷ëåí Íåìåö-
êîé àêàäåìèè èññëåäîâàòåëåé ïðèðîäû ¾Ëåîïîëüäèíà¿ (1962). Îêîí-
÷èë Êèåâñêèé óíèâåðñèòåò (1913); â 1922�1935 ãîäàõ � ïðîôåñ-
ñîð Ëåíèíãðàäñêîãî, â 1935�1942 ãîäàõ � Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòå-
òîâ. Îñíîâíûå ðàáîòû ïî òåîðèè ÷èñåë, ïî àëãåáðå � ãåîìåòðèçàöèè
òåîðèè Ãàëóà, ïî ãåîìåòðèè � òåîðèè ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà.

7. Ïóñòü e2 � åâêëèäîâ 2-ñèìïëåêñ (òðåóãîëüíèê) è ∆ = {e2
i }� ìíîæå-

ñòâî òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, îïðåäåëåííûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè M ⊂
R2. Ìíîæåñòâî ∆ íàçûâàþò òðèàíãóëÿöèåé M , åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ M íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí e2
i ,

ñîäåðæàùèé P .
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(b) Åñëè P ∈ e2
i , íî íå ëåæèò íà åãî ñòîðîíå, òî e2

i � åäèíñòâåííûé
òðåóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé P .

(c) Åñëè P ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå e1 òðåóãîëüíèêà e2
1 ∈ ∆, íî P íå

âåðøèíà e2
1, òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè åùå îäèí òðåóãîëüíèê

e2
2 ∈ ∆ òàêîé, ÷òî e2

1

⋂
e2
2 = e1.

(d) Åñëè P � âåðøèíà e2
1, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëü-

íèêîâ e2
1, e2

2, . . . , e
2
n, èìåþùèõ P ñâîåé âåðøèíîé. Ýòè òðåóãîëü-

íèêè îáðàçóþò ¾çâåçäíóþ¿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P .

8. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ; òàêîé
ãðàô, â ÷àñòíîñòè, íå èìååò è êðàòíûõ ðåáåð. Äëÿ êàæäîé ïàðû âåð-
øèí äåðåâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñîåäèíÿþùàÿ èõ öåïü. Åñëè
ãðàô, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíûé è íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî êàæäàÿ åãî
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà áóäåò äåðåâîì; ïîëüçóÿñü òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿ-
òîé â áîòàíèêå, òàêîé ãðàô íàçûâàþò ëåñîì.

9. Àíòîíèàäè Ýæåí Ìèøåëü (1870�1944), ôðàíöóçñêèé àñòðîíîì. Ðî-
äèëñÿ â Êîíñòàíòèíîïîëå, ãäå ñ 18 ëåò ñàìîñòîÿòåëüíî çàíèìàëñÿ
àñòðîíîìèåé. Â 1893 ãîäó Àíòîíèàäè ïðèåõàë â Ïàðèæ è ñòàë áëè-
æàéøèì ñîòðóäíèêîì Ê. Ôëàììàðèîíà â åãî ÷àñòíîé îáñåðâàòîðèè,
ãäå ïðîâîäèë íàáëþäåíèÿ Ìàðñà, êîòîðûé ïðèâëåê âñåîáùåå âíèìà-
íèå, ïîñëå òîãî êàê â 1870-å ãîäû Ñêèàïàðåëëè îáíàðóæèë íà Ìàðñå
¾êàíàëû¿. Â 1902 ãîäó Àíòîíèàäè áûë ïðèãëàøåí ðóêîâîäèòü ñåêöè-
åé Ìàðñà â Áðèòàíñêîé àñòðîíîìè÷åñêîé àññîöèàöèè. Ñäåëàë çàìå-
÷àòåëüíî òî÷íûå çàðèñîâêè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû. Â 1904 ãîäó Àíòî-
íèàäè çàíèìàëñÿ àðõåîëîãè÷åñêèìè ðàñêîïêàìè â Ñîôèéñêîì ñîáîðå
Êîíñòàíòèíîïîëÿ è ïðîâåë ðÿä èññëåäîâàíèé ïî èñòîðèè àñòðîíîìèè
â Äðåâíåé Ãðåöèè è Åãèïòå. Íàãðàæäåí ðûöàðñêèì êðåñòîì Ïî÷åò-
íîãî ëåãèîíà. Â 1928 ãîäó îí ïðèíÿë ôðàíöóçñêîå ãðàæäàíñòâî. Èìÿ
Àíòîíèàäè çàíåñåíî íà êàðòû Ëóíû è Ìàðñà.

Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Êëàññè÷åñêèì ó÷åáíèêîì ïî âû÷èñëèòåëü-
íîé ãåîìåòðèè íà ðóññêîì ÿçûêå ÿâëÿåòñÿ [5]. Ïîïóëÿðíîå ââåäåíèå ìîæíî
íàéòè íà âåá-ñòðàíèöå [6]; áîëåå ñîäåðæàòåëüíîå � â îáçîðå Ð. Êëåòòå [7].
Ìåòîä ñòåïíîãî ïîæàðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñêåëåòîíîâ îïèñàí â ñòàòüå [8]. Ïðè-
ìåíåíèå ÒÄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòû Ôîáîñà è èñòîðèÿ ïàêåòà ¾ÃÅÎÔÎÐÌ¿
ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [9]. Òîïîëîãè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ òðèàíãóëÿöèè ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîì ó÷åáíèêå ïî òîïîëîãèè [10]. Â ñòàòüÿõ
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[11�12] ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî â êîñìî-
ëîãèè. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà ÅÌÎÄ äëÿ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ñîäåðæèò-
ñÿ â ñòàòüÿõ [13�14]. Â ðàáîòå [15] îïèñàíî ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà äëÿ
íàõîæäåíèÿ ëèíåéíûõ ñòðóêòóð (�lamentary structure) â êðóïíîìàñøòàáíîì
ðàñïðåäåëåíèè ãàëàêòèê. Àáñòðàêòíîìó èçëîæåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé òàêñî-
íîìèè ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Ó. Ãðåíàíäåðà [16]. Ëèòåðàòóðà ïî α�ôîðìàì
íà ðóññêîì ÿçûêå îòñóòñòâóåò. Õîðîøèì ââåäåíèåì â ýòîò ïðåäìåò ñëóæàò
ñòàòüè [17�21] è äèññåðòàöèÿ Âàíåññû Ðîáèíñ [22]. α�ôîðìû â 3D îïè-
ñàíû â ñòàòüå [23], à èõ ïðèëîæåíèÿ ê áèîëîãèè [24] è òðèàíãóëÿöèè[25]
ìîæíî íàéòè íà âåá-ñòðàíè÷êå Ã. Ýäåëüñáðóíåðà. Ïðèìåíåíèå íåéðîííîãî
ãàçà ê òîïîëîãèè îïèñàíî â ñòàòüÿõ [26, 27]. Äåìîíñòðàöèîííûé ïàêåò ñ
ñîïóòñòâóþùèìè ïóáëèêàöèÿìè äîñòóïåí íà ñàéòå [28].

Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè: Èãëà Áþôôîíà è ïàðàäîêñ
Áåðòðàíà

Ê ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè ìû
ïðèáåãàåì, êîãäà íå çíàåì
÷åãî-ëèáî ñ ïîëíîé óâåðåííîñòüþ.
Íî íåóâåðåííîñòü ýòà íîñèò ëèáî
ñóáúåêòèâíûé õàðàêòåð (ÿ íå çíàþ,
÷òî ïðîèçîéäåò, íî êòî-òî äðóãîé
âîçìîæíî è çíàåò), ëèáî
îáúåêòèâíûé(íèêòî íå çíàåò è
çíàòü íå ìîæåò). Ñóáúåêòèâíàÿ
âåðîÿòíîñòü � ýòî ïðîòåç ïðè
èíôîðìàöèîííîì óâå÷üå.

Ñò. Ëåì
¾Î íåâîçìîæíîñòè æèçíè¿

Çíàìåíèòûé ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé, àâòîð ¾Åñòåñòâåííîé èñòîðèè¿ Æîðæ
Ëóè äå Áþôôîí (1) ðàññìîòðåë â 1733 ãîäó çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñòàëà ïðåä-
òå÷åé ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî. Íà ïëîñêîñòü íàíåñåíà ñåòêà
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ðàçäåëåííûõ ðàññòîÿíèåì 2a. Èãëà äëèíû 2l < 2a
áðîøåíà ñëó÷àéíî 8 íà ïëîñêîñòü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïå-
ðåñå÷åò îäíó èç ïðÿìûõ? Ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòü-

8Ò.å. òàê, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò íàøèõ íàìåðåíèé.
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ñÿ ëèøü îäíèì ôðàãìåíòîì ñ äâóìÿ ïðÿìûìè (ðèñ. 10). Ïîëîæåíèå èãëû
îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì θ ìåæäó åå íàïðàâëåíèåì è ðàññòîÿíèåì äî áëèæàé-
øåé ïðÿìîé. Öåíòð èãëû P ìîæåò çàíÿòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå ìåæäó
ïðÿìûìè ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ, à ñäâèã èãëû ïî âåðòèêàëè íå âëèÿåò
íà ïåðåñå÷åíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè óãëà θ âåðîÿòíîñòü ïåðåñå-
÷åíèÿ ðàâíà 2x/2a. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë θ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí
â èíòåðâàëå [0, π/2], òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè óãëå π − θ.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x/a = (l/a) cos θ,
ò. å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

l/a

π/2

∫ π/2

0

cos θdθ = 2(2l)/2aπ.

ÐÈÑ. 10. Ñëó÷àéíàÿ èãëà íà ðåøåòêå

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò
ïðÿìóþ, ðàâíà:

P =
2(äëèíà èãëû)

äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà a
.

Ïîïóëÿðíîñòü ýòîé çàäà÷è èñòîðè÷åñêè ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ (2) ÷èñëà π. Äëÿ íàñ âàæíî äðóãîå: èñêîìàÿ
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âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåð, òàê ÷òî
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ íå ÷èñëà, êàê â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé, à ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
î÷åíü âàæíî êîððåêòíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ¾ñëó÷àéíûé¿. Ñëå-
äóþùèé ïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé Æîçåôó Áåðòðàíó (3), ïîêàçûâàåò, ÷òî
íå÷åòêîñòü â ïîíèìàíèè ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì.

Çàäà÷à Áåðòðàíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äëèíà
¾ñëó÷àéíîé õîðäû¿ â îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïðåâçîéäåò ñòîðîíó
âïèñàííîãî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì òðè ñïîñîáà âûáî-
ðà ñëó÷àéíîé õîðäû (ñì. ðèñ. 11).

ÐÈÑ. 11. Òðè ñïîñîáà âûáîðà ñëó÷àéíîé õîðäû

Ïåðâûé ñïîñîá. Èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îäíèì êîíöîì õîðäû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îêðóæ-
íîñòè (ðèñ. 11a), íàïðèìåð, âåðøèíà âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì
äðóãîé êîíåö ñëó÷àéíî ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî îêðóæíîñòè.
Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò îêðóæíîñòü íà òðè ðàâíûå äóãè è ñëó÷àéíàÿ
õîðäà áóäåò äëèííåå ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè îíà ïåðåñå-
êàåò ýòîò òðåóãîëüíèê. Òàê ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà 1/3.
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Âòîðîé ñïîñîá. Çàôèêñèðóåì äèàìåòð, ê êîòîðîìó ïåðïåíäèêóëÿðíà õîð-
äà. Áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûì èìåííî ýòîò óãîë íàêëîíà õîðäû ê äèà-
ìåòðó è èññëåäóåì òîëüêî îäíî ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ õîðä. Ìû õîòèì
çíàòü, êàêàÿ ÷àñòü ýòîãî ñåìåéñòâà õîðä ðàñïîëîæåíà óäà÷íî ñ íàøåé òî÷êè
çðåíèÿ (ðèñ. 11b), ò. å. õîðäû îêàæóòñÿ äëèííåå ÷åì

√
3. Ýëåìåíòàðíîå èñ-

ñëåäîâàíèå âïèñàííîãî â êðóã ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïîêàçûâàåò,
÷òî åñëè ðàçäåëèòü äèàìåòð íà ÷åòûðå ÷àñòè, òî õîðäû, ïåðåñåêàþùèå åãî
â äâóõ êðàéíèõ ÷åòâåðòÿõ, íå îòâå÷àþò íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì, òîãäà
êàê õîðäû, ïåðåñåêàþùèå öåíòðàëüíûå äâå ÷åòâåðòè, � ¾óäà÷íû¿. Òàêèì
îáðàçîì, èç ÷åòûðåõ ðàâíîâåðîÿòíûõ ñå÷åíèé äèàìåòðà äâà ¾óäà÷íû¿, à
äâà íåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ ðàâíà 1/2.

Òðåòèé ñïîñîá. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ðàâíîìåðíî) â êðóãå âûáåðåì òî÷-
êó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ õîðäó, òó, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åå ñåðåäèíîé.
Ýòà õîðäà äëèííåå ñòîðîíû âïèñàííîãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñåðåäèíà ëåæèò âíóòðè êðóãà, âïèñàííîãî â òðå-
óãîëüíèê (ðèñ.11c). Ðàäèóñ ýòîãî êðóãà ðàâåí 1/2; ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà âîç-
ìîæíûõ ïîëîæåíèé öåíòðà õîðäû � ïëîùàäü âïèñàííîãî êðóãà, êîòîðàÿ
ñîñòàâëÿåò 1/4 ïëîùàäè èñõîäíîãî. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåò ¾óäà÷íóþ¿ õîðäó, ðàâíà 1/4.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ðàçíûå îòâåòû: 1/3, 1/2 è 1/4, êàæäûé èç êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâ â ðàìêàõ ñâîåãî ïîíÿòèÿ ¾ñëó÷àéíîñòè¿. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòè
ñëó÷àéíûé âûáîð ïîíèìàþò â êîíòåêñòå çàäàííîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî íå÷òî àíàëîãè÷íîå äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ � òî÷åê, ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé, è ò. ä. Òàêèå àíàëîãè íàçûâàþò
ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåðàìè è èçó÷àþòñÿ â èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïðèìå÷àíèÿ

1. Æîðæ Ëóè Ëåêëåðê, ãðàô äå Áþôôîí (1707�1788), ôðàíöóçñêèé åñòå-
ñòâîèñïûòàòåëü, èíòåíäàíò êîðîëåâñêîãî áîòàíè÷åñêîãî ñàäà, àêàäå-
ìèê (1753), àâòîð ¾Èñòîðèè è òåîðèè Çåìëè¿. Èçâåñòåí êàê âûäàþ-
ùèéñÿ ñòèëèñò-òåîðåòèê; ôðàçà èç åãî ðå÷è ïðè âñòóïëåíèè âî ôðàí-
öóçñêóþ àêàäåìèþ ¾ñòèëü � ýòî ÷åëîâåê¿, ñòàëà êðûëàòîé [32]. Âîò,
íàïðèìåð, êàê Áþôôîí îïèñûâàë ïîïóãàÿ: ¾Áîëòàòü íå çíà÷èò ãîâî-
ðèòü; ñëîâà ñòàíîâÿòñÿ ÿçûêîì, ëèøü åñëè âûðàæàþò è ñîîáùàþò
äðóãèì ìûñëü ãîâîðÿùåãî. Ïîïóãàè æå, õîòÿ è òðåùàò ñ áåñïðèìåð-
íîé ëåãêîñòüþ, íå íàäåëåíû óìîì, âûðàæåíèåì êîåãî â ñëîâå îäíî
òîëüêî è ñîçèäàåò âûñîêóþ ñïîñîáíîñòü ãîâîðåíèÿ¿. Çàäà÷ó îá èãëå
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Áþôôîí ðàññìîòðåë â 1733 ãîäó â òðóäå ¾Îïûò ìîðàëüíîé àðèôìå-
òèêè¿, êîòîðûé áûë îïóáëèêîâàí ëèøü â 1777 ãîäó.

2. Îöåíêà îñíîâàíà íà âûðàæåíèè π = 2l/P̂ a, ãäå P̂ = N1/N � íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà äëÿ P , ïîëó÷åííàÿ ïðè N1 ïåðåñå÷åíèÿõ èç N èñïû-
òàíèé. Ðåçóëüòàòû ìíîæåñòâà òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ðåçþìèðóþòñÿ â
ðàáîòå Ãðèäæåìàíà [33]. Ëó÷øèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñîâïàë ñ èçâåñò-
íûì â Äðåâíåì Êèòàå ïðèáëèæåíèåì, äàë π ≈ 355/113 ≈ 3.1415929,
ïðè N = 3408 è ÿâèëñÿ áîëüøîé óäà÷åé, îáóñëîâëåííîé âûáîðîì
ïîäõîäÿùåãî ìîìåíòà îñòàíîâêè èñïûòàíèé. Ì. Êåíäàëë [29] çàìå-
òèë, ÷òî, åñëè òî÷íîå çíà÷åíèå π áûëî áû íåèçâåñòíî, òàê ÷òî îñòà-
íîâêà èñïûòàíèé â áëàãîïðèÿòíûé ìîìåíò íå ìîãëà áûòü èñïîëüçî-
âàíà, òî îöåíêà åãî ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèÿ ëåíòîé äåðåâÿííîãî êðóãà
äàëà áû áîëåå íàäåæíûå ðåçóëüòàòû.

3. Áåðòðàí Æîçåô Ëóè Ôðàíñóà (1822�1900), ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,
èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí (1896) Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ.

Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Õîðîøåå ââåäåíèå â ãåîìåòðè÷åñêèå âå-
ðîÿòíîñòè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [29], ãäå ðàññìîòðåíà è çàäà÷à Áþô-
ôîíà îá èãëå. Ïàðàäîêñ Áåðòðàííà ðàññìîòðåí â êíèãå [30] è ñòàòüå [31].
Ðå÷ü Áþôôîíà â Àêàäåìèè, â ðóññêîì âàðèàíòå, äîñòóïíà íà âåá-ñòðàíèöå
[32].

Èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ: Cëó÷àéíûå òî÷êè è ñëó÷àéíûå
ïðÿìûå â R2

Ëþáîå ìèðîâîççðåíèå ñòðîèòñÿ íà
êàêîé�íèáóäü äþæèíå êîîðäèíàò è
êîíñòàíò èç ìíîæåñòâà íàì
íåèçâåñòíûõ.

Ë. Ëåîíîâ
¾Ìèðîçäàíèå ïî Äûìêîâó¿

Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåðû, òàê æå êàê è ëþáûå äðóãèå ìåðû, äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü íåêîòîðûì ðàçóìíûì ñâîéñòâàì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòî÷íèòü, ÷òî ïîä
ýòèì ïîíèìàåòñÿ, íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî � ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè. Ïðèïèøåì êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîå ìàëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
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m. Òîãäà ñóììà ýòèõ ÷èñåë äëÿ âñåé ïëîñêîñòè áóäåò áåñêîíå÷íîé, òàê ÷òî
ýòî íå âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Íî ýòî åùå íå ïîâîä äëÿ áåñïîêîéñòâà. Íàëî-
æèì íà ìåðó íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóÿ êëàññè÷åñêèì
òðàäèöèÿì, ïîçàáîòèìñÿ îá àääèòèâíîñòè ìåðû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ òî÷åê
A1, A2, . . . , An, . . . Àääèòèâíîñòü ìåðû îçíà÷àåò âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî
óñëîâèÿ: ñóììàðíàÿ ìåðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå ìåð êàæäîãî èç
íèõ, ò. å. m(

⋃
Ai) =

∑
m(Ai).

Ïîñêîëüêó ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè òåëàìè, âòîðûì
ðàçóìíûì óñëîâèåì áóäåò ñîâïàäåíèå ìåð êîíãðóýíòíûõ ìíîæåñòâ. Èíû-
ìè ñëîâàìè, åñëè ìíîæåñòâî A1 ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòîâ è ïåðåìåùåíèé íà
ïëîñêîñòè ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ìíîæåñòâîì A2, îáà ìíîæåñòâà äîëæíû
èìåòü îäèíàêîâóþ ìåðó. Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì, ÷òîáû ìåðà áûëà èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû òâåðäîòåëüíûõ äâèæåíèé íà ïëîñêîñòè 9.
Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ìåðó äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîòî-
ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óïîìÿíóòûì òðåáîâàíèÿì. Ðàäè ïðîñòîòû, îãðàíè÷èìñÿ
ìåðàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû äâîéíûì èíòåãðàëîì âèäà

m(X) =
∫

X

f(x, y)dxdy.

Çäåñü X � ýòî ïðîñòî êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ïîñêîëü-
êó èíòåãðàë � àíàëîã ñóììû, àääèòèâíîñòü ìåðû óæå ãàðàíòèðîâàíà.

Ïóñòü x, y � îðòîãîíàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè P ∈ R2. Òîãäà
ãðóïïà G òâåðäîòåëüíûõ ñäâèãîâ è âðàùåíèé íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè

x = a + x∗ cosα− y∗ sinα,

y = b + x∗ sin α + y∗ cosα.

}

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x, y) òàê, ÷òîáû ìåðà m(X) áûëà èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G. Ïîñêîëüêó ãðóïïà G òðàíçèòèâíà (1), ìîæåò ñóùå-
ñòâîâàòü íå áîëåå ÷åì îäíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíîé
êîíñòàíòû. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

∫

X

f(x, y)dxdy =
∫

X∗
f(x∗, y∗)dx∗dy∗.

9Èç òðåõ ñïîñîáîâ âûáîðà ñëó÷àéíîé õîðäû òîëüêî âòîðîé (ðèñ. 11b) óäîâëåòâîðÿåò
ýòîìó óñëîâèþ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ïðàâèëî çàìåíû ïåðåìåííûõ â
äâîéíîì èíòåãðàëå, èìååì

∫

X

f(x, y)dxdy =
∫

X∗
f(x, y)dx∗dy∗,

òàê êàê ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì ∂(x,y)
∂(x∗,y∗) = 1. Èç äâóõ

ïîñëåäíèõ ôîðìóë âûòåêàåò, ÷òî
∫

X∗
f(x, y)dx∗dy∗ =

∫

X∗
f(x∗, y∗)dx∗dy∗.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X∗, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

f(x, y) = f(x∗, y∗).

Âíîâü èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå âî âñåõ òî÷êàõ
ïëîñêîñòè, ò. å.:

f(x, y) = const.

Ïîëàãàÿ ýòó ïîñòîÿííóþ ðàâíîé åäèíèöå 10, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðå-
çóëüòàòó:

Àääèòèâíàÿ è èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G ìåðà ìíîæåñòâà
X òî÷åê P (x, y) ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

m(X) =
∫

X

dxdy ≡
∫

X

dP

è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà (3) dP = dxdy

.= dx ∧ dy íàçûâàåòñÿ ïëîò-
íîñòüþ ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ òî÷åê 11. Ñèìâîë âíåøíåãî óìíîæåíèÿ(3).
dx ∧ dy ïîçâîëÿåò íå çàáîòèòüñÿ î âû÷èñëåíèè ÿêîáèàíà è îáîáùàåò ïðà-
âèëî çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå

∫
f(x)dx → ∫

f(x(u))x′(u)du. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè íîâûå êîîðäèíàòû

x = x(u, v), y = y(u, v),

10Â ýòîì ñëó÷àå ìåðó íàçûâàþò ¾êèíåìàòè÷åñêîé¿.
11Ïðè âû÷èñëåíèÿõ, âñåãäà áåðåòñÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïëîòíîñòè, çíàê êîòîðîé ìû

îïóñêàåì.
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òî
dP = dxdy =

∂(x, y)
∂(u, v)

dudv.

Åñëè òåïåðü, âìåñòî îáû÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ dx =
xudu + xvdv, dy = yudu + yvdv 12 èñïîëüçîâàòü âíåøíåå (êîñîñèììåòðè÷-
íîå) óìíîæåíèå: dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0; dx ∧ dy = −dy ∧ dx, ìû ïîëó÷èì
dx∧dy = (xuyv−xvyu)du∧dv, ãäå ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê íîâûì êîîðäèíàòàì
ó÷èòûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ òî÷åê ïîçâîëÿåò ïðèé-
òè ê ðÿäó èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ [34, 35]. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ýëå-
ìåíòàðíû, íî ñëèøêîì äëèííû äëÿ ýòèõ ëåêöèé. Ïîýòîìó, ðàññìîòðèì åùå
îäíó ãåîìåòðè÷åñêóþ ìåðó, äëÿ êîòîðîé ïðîùå ïîëó÷èòü ïðèëîæåíèÿ. Ýòó
ìåðó íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ G íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ϕ ìåæäó íàïðàâëå-
íèåì ïåðïåíäèêóëÿðà ê G ñ ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì (0 6 ϕ 6 2π) è
åãî äëèíîé p (ðàññòîÿíèåì ïðÿìîé îò íà÷àëà O (p > 0)). Êîîðäèíàòû p, ϕ
ÿâëÿþòñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íîãî èç íà÷àëà O íà ïðÿìóþ. Óðàâíåíèå ïðÿìîé G òîãäà (ðèñ. 12) èìååò
âèä

x cosϕ + y sin ϕ− p = 0.

Áóäåì èñêàòü ìåðó ìíîæåñòâà ïðÿìûõ â êîîðäèíàòàõ (p, ϕ) â âèäå èíòåãðàëà

m(X) =
∫

X

f(p, ϕ)dp ∧ dϕ.

Èñïîëüçóÿ òå æå àðãóìåíòû, ÷òî è äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà òî÷åê dP , ëåãêî
ïîëó÷èòü, ÷òî ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïðÿìûõ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
dG = dp ∧ dϕ.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé ïðèëîæåíèå ýòîé ïëîò-
íîñòè. Ïóñòü D ∈ R2 � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü ñ ïëîùàäüþ F , à G � ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ D ïî õîðäå G

⋂
D äëèíîé σ. Ïîñêîëüêó σdp � ýëåìåíò ïëî-

ùàäè D, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ϕ(0 6 ϕ 6 π) ëåãêî ïîëó÷àåì:
∫

G
T

D

σdG = πF.

12Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: xu = ∂x/∂u.
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ÐÈÑ. 12. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé G ñ êðèâîé C

Ïóñòü C � êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè êîíå÷íîé
äëèíû L, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

x = x(s); y = y(s),

ãäå ïàðàìåòð s åñòü äëèíà äóãè. Ïóñòü G � ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ C â òî÷-
êå M(x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ óãîë ïåðåñå÷åíèÿ G ñ êðèâîé C (ðèñ.12).
Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü ïëîòíîñòü dG ÷åðåç êîîðäèíàòû s, θ, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþò ïðÿìóþ G. Èç ðèñ. 12 èìååì

ϕ = θ + τ − π/2,

ãäå τ åñòü óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê C è îñüþ x.
Ïîñêîëüêó òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò G, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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p = x cos ϕ + y sin ϕ. Âîçüìåì îò íåãî ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

dp = cos ϕdx + sin ϕdy + (−x sin ϕ + y cos ϕ)dϕ.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ dx = cos τds, dy = sin τds, ïîëó÷èì

dp = cos(ϕ− τ)ds + (−x sin ϕ + y cosϕ)dϕ.

Âíåøíåå óìíîæåíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ íà dϕ äàåò dG = dp ∧ dϕ =
cos(ϕ− τ)ds ∧ dϕ.

Ïîñêîëüêó dϕ = dθ + τ ′ds, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 13

dG = | sin θ|ds ∧ dθ.

Âîçüìåì èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî ìíîæåñòâó
âñåõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò C. Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

∫ L

0

ds

∫ π

0

| sin θ|dθ = 2L.

Â ëåâîé ÷àñòè êàæäàÿ ïðÿìàÿ G ó÷èòûâàåòñÿ n ðàç 14, ïî ÷èñëó ïåðåñå-
÷åíèé ñ êðèâîé C. Äëÿ ïðÿìûõ G, íå ïåðåñåêàþùèõ C, ïîëàãàåì n = 0.
Åñëè êðèâàÿ C íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò åå
äâàæäû; ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì

∫
ndG = L.

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ïîðàçèòåëüíóþ îáùíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâàÿ C
ìîæåò áûòü îâàëîì, ïðÿìîóãîëüíèêîì ëèáî ¾òóãî çàêðó÷åííîé¿ êðèâîé,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ïðÿìûìè áîëåå ÷àñòî.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå äëèíû êîíòèíó-
óìà òî÷åê íà ïëîñêîñòè (5). Áîëåå òîãî, åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ àëôàâèòà îáðàçîâ, èìåþùèõ ðàçíóþ äëèíó.

Â ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ C äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, íàñòîëüêî, ÷òî ìîæíî ïîä-
ñ÷èòàòü êðèâèçíó â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíîé ïðÿìîé ñ C, òîãäà ñëó-
÷àéíîé ïåðåìåííîé áóäåò ñóììà êðèâèçíû âî âñåõ òàêèõ òî÷êàõ. Íåòðóäíî

13Ìû ïèøåì | sin θ| ò. ê. âñå ïëîòíîñòè íåîòðèöàòåëüíû.
14Çàìåòüòå, ÷òî n ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîñòüþ!
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ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìåðà âñåõ ïåðåñå÷åíèé áóäåò ðàâíà ïîëíîé êðè-
âèçíå êðèâîé. Íàêîíåö, åñëè êðèâàÿ C íå âûïóêëàÿ è äàæå íåçàìêíóòàÿ,
ìû ïîëó÷èì äëèíó âûïóêëîé îáîëî÷êè C. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííóþ ìå-
ðó íåòðóäíî ïðåâðàòèòü â âåðîÿòíîñòíóþ ñ ïîìîùüþ íîðìèðîâêè, ðàâíîé
äëèíå êðèâîé. Åùå áîëüøå èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ââåñòè
ìåðó íà ïàðàõ òî÷åê èëè íà îòðåçêàõ. Âñå ýòè ìåðû ìîæíî íàéòè â êóðñàõ
èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [34, 35].

Ïðèìå÷àíèÿ

1. Ãðóïïà äâèæåíèé íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
òî÷åê ïëîñêîñòè ìîæíî óêàçàòü äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå îäíó òî÷êó
â äðóãóþ. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ òðàíçèòèâíîé ãðóïïû äîëæíî ñó-
ùåñòâîâàòü íå áîëüøå îäíîé èíâàðèàíòíîé ìåðû, ñ òî÷íîñòüþ äî
ìàñøòàáíîé êîíñòàíòû. Òàêîé ìåðû, îäíàêî, ìîæåò íå áûòü âîîá-
ùå, åñëè ãðóïïà ñèëüíî òðàíçèòèâíà, ò. å íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé
ãðóïïû ìîãóò ïåðåâåñòè îäíó òî÷êó â äðóãóþ. Íàïðèìåð, äîáàâëåíèå
ê ãðóïïå G ðàñòÿæåíèé (äèëàòàöèé) ïðèâîäèò ê ñèëüíîé òðàíçèòèâíî-
ñòè: íà ïëîñêîñòè íåò ìåðû, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé,
ïîâîðîòîâ è äèëàòàöèé.

2. Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ëþáîå âû-
ðàæåíèå âèäà ω(u) =

∑
ai(u)dxi. Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé âòî-

ðîãî ïîðÿäêà (èëè 2�õ ôîðìîé) íàçûâàþò âûðàæåíèå âèäà ω(u) =∑
aij(u)dxi ∧ dxj , ãäå ñèìâîë âíåøíåãî óìíîæåíèÿ ∧ îïðåäåëÿåòñÿ

â ñëåäóþùåì ïðèìå÷àíèè.

3. Ôîðìàëüíî, ïóñòü R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c, . . .. L � n-
ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R ñ ýëåìåíòàìè α, β, γ, . . .. Äëÿ
p = 0, 1, 2 ïîñòðîèì íîâûå ïðîñòðàíñòâà p�âåêòîðîâ ΛpL ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: Λ0L = R, Λ1L = L, Λ2L � ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå
ñóììû

∑
ai(αi ∧ βi) òàêèå, ÷òî

(a1α1 + a2α2) ∧ β − a1(α1 ∧ β)− a2(α2 ∧ β) = 0,

α ∧ (b1β1 + b2β2)− b1(α ∧ β1)− b2(α ∧ β2) = 0,

α ∧ α = 0,

α ∧ β + β ∧ α = 0.
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α ∧ β íàçûâàþò ¾âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì¿ âåêòîðîâ α è β, èëè áè-
âåêòîðîì. Ïóñòü ei � áàçèñ â L. Òîãäà α =

∑
αiei, β =

∑
βjej è

α ∧ β =
∑

i,j

aibj(ei ∧ ej) =
∑

i<j

(aibj − ajbi)ei ∧ ej .

Âåëè÷èíû ei ∧ ej îáðàçóþò áàçèñ â Λ2L ñ dimΛ2L = n(n−1)
2 . Ãåîìåò-

ðè÷åñêè, áèâåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäêó,
íàòÿíóòóþ íà ïàðó α, β. Åãî âåëè÷èíà ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, òî åñòü (a1b2−a2b1). Â R3 áèâåêòîðó α∧β ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå
äóàëüíûé âåêòîð γ = ∗(α ∧ β), êîòîðûé íàçûâàþò âåêòîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì.
Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå � äâóõìåðíûé âàðèàíò òàê íàçûâàåìîãî àëü-
òåðíèðîâàííîãî èëè ïîëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ âåêòîðîâ, êîòîðîå
ââåë ïðåïîäàâàòåëü ãèìíàçèè â Øòåòòèíå Ã. Ãðàññìàí (1809�1877),
îïðåäåëèâ åãî ïðàâèëàìè:

(−→v 1
−→v 2

−→v 3) = (−→v 2
−→v 3

−→v 1) = (−→v 3
−→v 1

−→v 2) =
= −(−→v 2

−→v 1
−→v 3) = −(−→v 1

−→v 3
−→v 2) = −(−→v 3

−→v 2
−→v 1);

(c−→v 1
−→v 2

−→v 3) = c(−→v 1
−→v 2

−→v 3);

Åñëè vi � áàçèñíûå âåêòîðû, ò. å. ëþáîé âåêòîð −→w j ìîæíî çàïèñàòü
êàê −→w j =

∑
aji
−→v i,

òî (−→w 1
−→w 2

−→w 3) = det‖aij‖(−→v 1
−→v 2

−→v 3), ãäå äåòåðìèíàíò ðàâåí îáúåìó
ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà òðè âåêòîðà.

4. Åå íàçûâàþò äëèíîé Ôàâàðà è èçìåðÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ðåøåòêó, îáðàçîâàííóþ ñåìåéñòâîì ðàâ-
íîóäàëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé Gi (i = 1, 2, . . .). Äîïóñòèì, ÷òî
ïîäëåæàùàÿ èçìåðåíèþ äóãà C ïåðåñåêàåò Gi â ni òî÷êàõ òàê, ÷òî
s0 =

∑
ni åñòü îáùåå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Âðàùàÿ ðåøåòêó íà

óãîë (k/m)π (k = 0, 1, . . . , m − 1), ïîëó÷èì sk ïåðåñå÷åíèé è îá-
ùàÿ ñóììà áóäåò ðàâíà N =

∑m−1
0 sk. Îáîçíà÷àÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó

Gi è Gi+1 ÷åðåç a, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó (Nπa)/(2m) êàê
ïðèáëèæåííóþ îöåíêó äëèíû C.
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Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Îòëè÷íûì ââåäåíèåì â èíòåãðàëüíóþ ãåî-
ìåòðèþ ÿâëÿþòñÿ äâå êíèãè Ë. Ñàíòàëî íà ðóññêîì ÿçûêå [34, 35]. Íåêîòî-
ðûå ðåçóëüòàòû èç ýòîé îáëàñòè, òàê æå êàê è êðàòêîå èñòîðè÷åñêîå ââå-
äåíèå â äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå [36]. Âåëè-
êîëåïíàÿ ñòàòüÿ À. Íîâèêîâà [31] äàåò íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå â ïðåäìåò.
Íàêîíåö, õîðîøèì ó÷åáíèêîì ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ÿâëÿåò-
ñÿ [37].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîðôîëîãèÿ: Ôóíêöèîíàëû
Ìèíêîâñêîãî

Îêðóãëîñòü, ïîñòèãàåìàÿ âçîðîì,
äîïóñêàåò óâåëè÷åíèå è
óìåíüøåíèå: îäíî êðóãëî, äðóãîå
êðóãëåå . . . Âñå îêðóãëîå îêðóãëî â
ñèëó ïðè÷àñòíîñòè ê íåé.

Í. Êóçàíñêèé
¾Èãðà â øàð¿

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê {xi| i = 1, 2, . . . , N} ∈ Rd èìååò òðèâèàëüíóþ
äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ. Åñëè ÷èñëî òî÷åê íåâåëèêî, ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòå-
ðèè íå ïðèìåíèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì ñðàâíèòü äâå òî÷å÷íûå
âûáîðêè. Ïðèåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü, àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó
¾ñòåïíîãî ïîæàðà¿. ¾Äåêîðèðóåì¿ êàæäóþ òî÷êó xi øàðîì Br(xi) = {x ∈
Rd| ||x − xi|| 6 r} ðàäèóñà r. Íàáîð øàðîâûõ îêðåñòíîñòåé îáðàçóåò ïî-
êðûòèå Ìèíêîâñêîãî (1): B(r) =

⋃N
i=1 Br(xi). Ïðè ñèíõðîííîì óâåëè÷åíèè

ðàäèóñîâ øàðîâ ÷àñòü îêðåñòíîñòåé íà÷íåò îáúåäèíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
áóäåò ìåíÿòüñÿ ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ñóììà ïåðèìåòðîâ îêðåñòíîñòåé
è èõ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü. Âñå ýòè âåëè÷èíû, ïàðàìåòðèçîâàííûå ðàäèóñîì
øàðà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìû è ñîäåðæàíèÿ äèñêðåòíîãî
ìíîæåñòâà. Íåîáõîäèìûé ôîðìàëèçì îñíîâàí íà òàê íàçûâàåìûõ ôóíêöè-
îíàëàõ Ìèíêîâñêîãî.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå âûïóêëîå òåëî K ∈ R3 c ðåãóëÿðíîé 15 ãðà-
íèöåé ∂K ∈ C2. Âûïóêëîå òåëî Kε íàçûâàþò òåëîì ïàðàëëåëüíûì K íà
ðàññòîÿíèå ε. Îíî îáðàçîâàíî îáúåäèíåíèåì âñåõ ε�øàðîâ, ñîäåðæàùèõ

15Ò. å. ãðàíèöà èìååò êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü.
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òî÷êè èç K è âñåõ òî÷åê, óäàëåííûõ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå ε:

Kε =
⋃

x∈K

Bε(x).

ÐÈÑ. 13. Ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëüíîãî òåëà äëÿ êâàäðàòà

Îáû÷íûå åâêëèäîâû ìåðû (ïëîùàäü Fε è îáúåì Vε) ïàðàëëåëüíîãî òåëà
ìîæíî âûðàçèòü ïîëèíîìàìè ïî ñòåïåíÿì ε. Íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòà A ñî
ñòîðîíîé a (ðèñ. 13), ¾ïàðàëëåëüíàÿ¿ ïëîùàäü âûðàæàåòñÿ ïîëèíîìîì:

Fε(A) = a2 + 4aε + 4(π/4)ε2.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êóáà Q, ñ òåì æå ðåáðîì, ëåãêî ïîëó÷èòü:

Vε(Q) = a3 + 6a2ε + 12a(π/4)ε2 + 8(4π/24)ε3.

Íàèáîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ Vε â d�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàåò ôîðìóëà
Øòåéíåðà(2):

Vε(K) =
d∑

i=0

(
d

i

)
Wi(K)εi,

ãäå Wi(K) íàçûâàþò ôóíêöèîíàëàìè Ìèíêîâñêîãî.
Äëÿ d = 3 ôóíêöèîíàëû Ìèíêîâñêîãî Wi èìåþò âèä [39]:
W0(K) = V (K) � åâêëèäîâ îáúåì K,
3W1(K) = F (K) � åâêëèäîâà ïëîùàäü K,
3W2(K) = H(K) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâèçíà ãðàíèöû ∂K,
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3W3(K) = G(K) = 4πχ(K) � ãàóññîâà êðèâèçíà ãðàíèöû ∂K, ãäå χ �
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà òåëà K, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå.

Äëÿ d = 2 ñóùåñòâóåò âñåãî òðè ôóíêöèîíàëà Ìèíêîâñêîãî, êîòîðûå
ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè äëÿ ëþ-
áîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà øàðîâ ïîêðûòèÿ:

W0 = F � ñóììàðíàÿ ïëîùàäü îáëàñòè, çàíÿòîé êðóæêàìè,
W1 = U/2 � ïåðèìåòð âñåõ îêðåñòíîñòåé,
W2 = χ/π � ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ìèíóñ ÷èñëî äûð â íèõ.
Ôóíêöèîíàëû Wi îáëàäàþò ñëåäóþùèìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè:

• Àääèòèâíîñòü: Wi(A
⋃

B) = Wi(A) + Wi(B)−Wi(A
⋂

B).

• Èíâàðèàíòíîñòü. Ïóñòü G � ãðóïïà äâèæåíèé íà ïëîñêîñòè è gA
(g ∈ G) � îáðàç ìíîæåñòâà A ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà: Wi(gA) =
Wi(A).

• Íåïðåðûâíîñòü. Äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ An → A, n →∞ : Wi(An) → Wi(A).

Õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà

Õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì åå ïî-
äðîáíåå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ îáðàçóþò íå òîëüêî
âûïóêëûå òåëà. Ðàññìîòðèì êëàññ B âñåõ ïîäìíîæåñòâ Bi ∈ R2, êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ Ai, ò. å.

Bi ∈ B, åñëè Bi =
N⋃

i=1

Ai; ∅ ∈ B.

Òîãäà ìîæíî ââåñòè χ êàê àääèòèâíûé ôóíêöèîíàë 16 íà B, òàê ÷òî äëÿ
A, B ∈ B:

χ(A
⋃

B) = χ(A) + χ(B)− χ(A
⋂

B)

è äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A

χ(A) =

{
1, A 6= ∅,

0, A = ∅.

16Åãî ÷àñòî íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì Õàäâèãåðà.
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Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîëüöî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæå-
ñòâîì, íî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáúåäèíåíèåì òðåõ äèñêîâ óëîæåííûõ íà
ïëîñêîñòè. Òîãäà èç óñëîâèÿ àääèòèâíîñòè ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ (òðè äèñêà) ðàâíà òðåì. Òðè òî÷êè âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé äèñêîâ äàäóò
çíà÷åíèå (−3). Â èòîãå, õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà äëÿ êîëüöà ðàâíà íóëþ.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå χ ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Ýé-
ëåðà: (÷èñëî âåðøèí)−(÷èñëî ðåáåð)+(÷èñëî ãðàíåé)= 1, äëÿ ëþáîãî çà-
ìêíóòîãî ïîëèãîíà íà ïëîñêîñòè. Äëÿ åå ïðèìåíåíèÿ ê äèñêó äîñòàòî÷íî
äåôîðìèðîâàòü ïîñëåäíèé â êâàäðàò. Ôîðìóëà Ýéëåðà ëåæèò â îñíîâå êîì-
ïüþòåðíîãî àëãîðèòìà, ïðèíàäëåæàùåãî Ñåððà [38], äëÿ âû÷èñëåíèÿ χ íà
áèíàðíûõ èçîáðàæåíèÿõ (ðèñ. 14).

ÐÈÑ. 14. Àëãîðèòì Ñåððà äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ χ äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð è ãðàíåé
êëåòîê, êîòîðûå öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðàìè
íà ðèñóíêå, è ïðèìåíèòü çàòåì ôîðìóëó Ýéëåðà.

Îïèøåì åùå îäèí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü χ â ïðî-
ñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Â íåì õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî èíäóêöèè. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà X ⊂ R1 è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
îáúåäèíåíèÿ n íåñâÿçíûõ ñåãìåíòîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé ñåãìåíò ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì B, î÷åâèäíî, ÷òî χ = n. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé R2 (ðèñ. 15).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(x) ïîäâèæíóþ ïðÿìóþ ëèíèþ ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
îñè x. Ïðè ñâîåì äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî îíà áóäåò ¾ñêàíèðîâàòü¿ ìíîæå-
ñòâî X è ïîìîæåò íàì âû÷èñëèòü íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó
h(x). Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ôóíêöèîíàëîâ Õàäâèãåðà ïðè äâóõ
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ïîëîæåíèÿõ ∆(x), îòëè÷àþùèõñÿ íà âåëè÷èíó ε:

h(x) = lim
ε→0

{
ϕ
[
X

⋂
∆(x)

]− ϕ
[
X

⋂
∆(x + ε)

]}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî h(x) 6= 0 òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê xi, â êîòîðûõ ∆(x)
êàñàåòñÿ ãðàíèöû ∂X ìíîæåñòâà X . Îïðåäåëèì òåïåðü ýéëåðîâó õàðàêòå-
ðèñòèêó êàê

χ(X) =
∑

i

h(xi).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì h(x) äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ X1, X2, X3 ïî-
êàçàííûõ íà ðèñ. 15. Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå 1 äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ ìû ïî-
ëó÷èì h(1) = 0. Äëÿ ìíîæåñòâà X1 èìååì: h(2) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
χ(X1) = 1. Ìíîæåñòâî X2 èìååò ÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
h(2) = −1, h(3) = +1, h(4) = +1; ïîýòîìó χ(X2) = 1. Íàêîíåö, äëÿ
êîëüöà X3 ìû èìååì çíà÷åíèÿ h(2) = −1, h(3) = 0, h(4) = +1, êîòîðûå
â ñóììå äàþò χ(X3) = 0. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî h(x) = +1, åñëè ∂X â
òî÷êå êàñàíèÿ ñ ∆(x) ëîêàëüíî âûïóêëàÿ, ò. å. íàõîäèòñÿ ñëåâà îò ïðÿìîé,
è h(x) = −1, åñëè ãðàíèöà ëîêàëüíî âîãíóòàÿ â x. Ïðèâåäåííûé àëãî-
ðèòì äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü; íàïðèìåð, â R3

¾ñêàíèðóþùèì¿ ýëåìåíòîì áóäåò óæå íå ïðÿìàÿ, à ïëîñêîñòü. Ïðèìåð ñ
ìíîæåñòâîì X3 ïðèâîäèò ê ¾íàèâíîìó¿ àëãîðèòìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ χ íà
áèíàðíûõ èçîáðàæåíèÿõ: ïîäñ÷èòàåì îáùåå ÷èñëî êëàñòåðîâ (îñòðîâîâ),
îáðàçîâàííûõ îêðàøåííûìè ïèêñåëàìè è âû÷òåì èç ïîëó÷åííîé ñóììû
÷èñëî ¾äûð¿ â íèõ.

ÐÈÑ. 15. Îïðåäåëåíèå χ â R2
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Õàðàêòåðèñòèêó Ýéëåðà ìîæíî ââåñòè â êîíòåêñòå äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ãëàäêóþ êðèâóþ C, ïàðàìåòðèçîâàí-
íóþ äëèíîé äóãè s. Â êàæäîé òî÷êå òàêîé êðèâîé ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ
è íîðìàëü. Ïðè ïåðåõîäå ê ñîñåäíåé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà
íåêîòîðûé óãîë θ, çàâèñÿùèé îò êðèâèçíû (4). Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðè-
âîé èçìåðÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ýòîãî óãëà: kg = dθ/ds. Èíòåãðàë
ïîëíîé êðèâèçíû îïðåäåëÿåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó êðèâîé ñîãëàñíî
ôîðìóëå

2πχ =
∮

C

kgds.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ (îäíîìåðíîé) êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂M . Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ãàóññà-Áîííå [42, 60] ãîâîðèò,
÷òî

n∑

i=1

(π − αi) +
∫

∂M

kgds +
∫

M

KdA = 2πχ(M)

ãäå α1, α2, . . . , αn � âíóòðåííèå óãëû ïðè âåðøèíàõ íà ãðàíèöå ∂M ; kg �
ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé ∂M ; K � ãàóññîâà êðèâèçíà M ; ds è dA �
ýëåìåíòû äëèíû è ïëîùàäè ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ýòà òåîðåìà
ñâÿçûâàåò ëîêàëüíûå (êðèâèçíà) è ãëîáàëüíûå (χ) ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé.
Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî âñå ôóíêöèîíàëû Ìèíêîâñêîãî ìîãóò áûòü âûðàæå-
íû ÷åðåç χ [38, 41].

Õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà è ïåðñåïòðîíû

Ì. Ìèíñêèé è Ñ. Ïåéïåðò [43] èññëåäîâàëè õàðàêòåðèñòèêó Ýéëåðà â ñâÿçè
ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå ìîæåò ðàñïîçíàòü ïåðñåïòðîí.
Óìåñòíî ïðèâåñòè çäåñü íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïîìíèì,
ïðåæäå âñåãî, ÷òî ¾ïðåäèêàòîì¿ íàçûâàåòñÿ ïåðåìåííîå âûñêàçûâàíèå, ò. å.
ôóíêöèÿ ψ(X) îò ìíîæåñòâà X , èñòèííîñòü (1) èëè ëîæíîñòü (0) êîòîðîãî
çàâèñèò îò âûáîðà X . Íàïðèìåð, ïðåäèêàò ¾ñâÿçíîñòü¿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ψñâÿçíîñòü(X) = 1, åñëè X � ñâÿçíàÿ ôèãóðà è ψñâÿçíîñòü(X) = 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Ïðåäèêàò ψ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíî ëîêàëüíûì k-ãî ïîðÿäêà,
åñëè åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò k òðèâèàëüíûõ ïðåäèêàòîâ, íàïðèìåð, ïðå-
äèêàòîâ ïðèíàäëåæíîñòè. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî âûïóêëîñòü ôèãóðû X
ìîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ òðîéêè òî÷êè p, q, r. Òðè òðèâèàëüíûõ ïðå-
äèêàòà ϕ(p) = ϕ(q) = ϕ(r) = 1, åñëè ýòà òðîéêà ïðèíàäëåæèò X . Â ñëó÷àå,
åñëè êàêîé-ëèáî èç ýòèõ ïðåäèêàòîâ ðàâåí íóëþ, X íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
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Òàêèì îáðàçîì, êîíúþíêòèâíî ëîêàëüíûé ïðåäèêàò ψâûïóêëîñòü(X) áóäåò
èñòèííûì, åñëè âñå òðè ïðåäèêàòà ïðèíàäëåæíîñòè ϕ = 1. Î÷åâèäíî, îí
èìååò òðåòèé ïîðÿäîê, ò. å. ðåøåíèå î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè X âûïóêëûì ïðèíè-
ìàåòñÿ ïðè ¾ïàðàëëåëüíîì¿ âû÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ϕ òðåìÿ íåéðîíàìè,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñ÷èòûâàåò îòäåëüíóþ òî÷êó. Òàêîé ïðåäèêàò ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà îãðàíè÷åííîãî äèàìåòðà. Îäíà-
êî, ïðåäèêàò ψñâÿçíîñòü(X), êàê äîêàçàíî â [43], íå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíî
ëîêàëüíûì êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà. Èíûìè ñëîâàìè, åãî ïîðÿäîê ñ ðîñòîì
X íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàåò è îí íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïåðñåïòðîíîì
îãðàíè÷åííîãî äèàìåòðà. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèöèåé, ïîòîìó
÷òî ñâÿçíîñòü � ýòî ãëîáàëüíîå ïîíÿòèå, è íåâîçìîæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè ôèãóðà ñâÿçíîé, ðàñïîëàãàÿ òîëüêî ëîêàëüíîé èíôîðìàöèåé. Çàìå÷à-
òåëüíî, ÷òî ïðåäèêàò, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòèêó Ýéëåðà, ò. å. ïðåäèêàò
ψÝéëåð(X) = (÷èñëî êîìïîíåíò(X)) − (÷èñëî äûð(X)) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíê-
òèâíî ëîêàëüíûì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìå÷àíèÿ

1. Ãåðìàí Ìèíêîâñêèé (1864�1909) � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê, ðîäèëñÿ
â Ðîññèè. Áûë ïðîôåññîðîì â Áîííå, Êåíèãñáåðãå, Öþðèõå è Ãåò-
òèíãåíå. Ñîçäàë îñîáîå ó÷åíèå î ¾ãåîìåòðèè ÷èñåë¿ (¾Geometrie der
Zahlen¿; ¾Diophantische Approzimationen¿ è äð.). Åãî ëåêöèè ïî ìà-
òåìàòèêå ñëóøàë À. Ýéíøòåéí. Â ñâîåé ïîñëåäíåé ðàáîòå: ¾Raum
und Zeit¿ (1909) Ìèíêîâñêèé äàë ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó òàê
íàçûâàåìîãî ¾ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè¿.

2. Øòåéíåð ßêîá (1796�1863) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Ðîäèëñÿ â Óò-
öåíñòîðôå (Øâåéöàðèÿ). ×ëåí Áåðëèíñêîé Àêàäåìèè íàóê. Îäèí èç
òâîðöîâ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Â îñíîâíîé ñâîåé ðàáîòå ¾Ñèñòå-
ìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå çàâèñèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ îäíîãî îò
äðóãîãî¿ (1834) ïîñòðîèë ãåîìåòðèþ, íå èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû. Àâòîð êíèã ¾Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå
ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé è ïîñòîÿííîãî êðóãà¿ (1833), ¾Î íàèáîëüøèõ è
íàèìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïëîñêèõ ôèãóð è î ñôåðå¿ (1842).

3. Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ òðåáóåò ñïåöèàëüíîé ìåòðèêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ îáúåêòàìè. Â êà÷åñòâå òàêîé ìåòðèêè èñ-
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ïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà Õàóñäîðôà [40]:

h(A, B) = inf
{
ε : A ⊂ Bε and B ⊂ Aε

}
.

Èíûìè ñëîâàìè, ñòðîèì ïàðàëëåëüíîå òåëî Bε, ¾ðàçäóâàÿ¿ B ïîñðåä-
ñòâîì ε�øàðîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé îáðàç ¾ïîãëîòèë¿ ìíîæåñòâî
A. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ ε1.
Ïðîäåëàåì òåïåðü òî æå ñàìîå ñ ìíîæåñòâîì A è ïîëó÷èì çíà÷åíèå
ε2. Ìèíèìàëüíîå èç íèõ è áóäåò ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà.

4. Êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ óãëà
∆ϕ ïîâîðîòà êàñàòåëüíîé íà äóãå ∆s = M0M ê äëèíå ýòîé äóãè, ïðè
M → M0: k = limM→M0 ∆ϕ/∆s. Â îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü èìååò
â êàæäîé òî÷êå äâå êðèâèçíû k1 è k2. Ïîëíàÿ (ãàóññîâà) êðèâèçíà
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì K = k1k2. Äëÿ ñôåðû, íàïðèìåð, k1 =
k2 = 1/R, ïîýòîìó K = 1/R2 è èíòåãðàë ïîëíîé êðèâèçíû

∮
KdA =

1/R24πR2 = 4π.

Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Ëó÷øèì ïîñîáèåì ïî ìîðôîëîãèè ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîãðàôèÿ Ñåððà [38], íî åå òðóäíî íàéòè. Õîðîøåå ââåäåíèå â ïðåäìåò
ñîäåðæàò îáçîðíûå ñòàòüè [39, 40], äîñòóïíûå íà âåá-ñòðàíèöàõ. Ïîëåçíîé
ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [41]. Òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýéëåðîâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ïðèâåäåíî â ó÷åáíèêå [10]; ñâÿçü ñ òîïîëîãèåé è äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèåé ëó÷øå âñåãî îïèñàíà â êíèãå [42]. Â ìîíîãðàôèè [43] ïðèâåäå-
íû ïðåäèêàòû ñâÿçíîñòè è èõ ñâÿçü ñ ïåðñåïòðîíàìè.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ: Êîíòóðíàÿ ñòàòèñòèêà

Êóëüòóðíûé ÷åëîâåê òîëüêî ñëåãêà
îáãðûçàåò êîñòè, à ïîòîì áðîñàåò
èõ ïîä ñòîë.

¾Ìûñëè ëþäåé âåëèêèõ, ñðåäíèõ è
ïåñèêà Ôàôèêà¿

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîðôîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè ïàòòåðíîâ, òàêèå êàê ïëîùàäü, ïåðèìåòð, ÷èñëî ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò è äð. Êîãäà îíè íå äîñòóïíû ïðÿìûì èçìåðåíèÿì, îöåíêè ýòèõ
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âåëè÷èí ìîæíî ïîëó÷èòü êîñâåííî, èñïîëüçóÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíîé ãåî-
ìåòðèè. Ìíîæåñòâà, êîòîðûìè îíà çàíèìàåòñÿ, ïîëàãàþò îáû÷íî äåòåð-
ìèíèðîâàííûìè � ñëó÷àéíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî èõ ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî
íàáëþäàòåëÿ. Îäíàêî âîçìîæíà è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñëó÷àéíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñàìè ìíîæåñòâà. Íà ðèñ. 16 ïðèâåäåíà òîìîãðàììà àëþìèíèåâîé
ïåíû. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü òàêîé ïîðèñòîé ñòðóêòóðû íàñòîëüêî âå-

ÐÈÑ. 16. Àëþìèíèåâàÿ ïåíà

ëèêà, ÷òî âûíóæäàåò íàñ ïåðåéòè ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Èíûìè
ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ñòðóêòóðû, çàïîëíåííûå âå-
ùåñòâîì 17, òàê æå êàê è ïîðû ìåæäó íèìè èìåþò ñëó÷àéíóþ ôîðìó. Áîëåå
òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé è ñòðóêòóðó, ïîëó÷åííóþ ñå÷åíèåì íà-
øåãî îáúåêòà ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ñ òàêèìè ïàòòåðíàìè ïîñòîÿííî
ïðèõîäèòüñÿ èìåòü äåëî â ìåòàëëîãðàôèè, ïåòðîãðàôèè, ïîðèñòûõ ñðåäàõ,
âåòðîâûõ âîëíàõ è áèîëîãèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà âî
Âñåëåííîé òàêæå èìååò àíàëîãè÷íóþ ¾òîïîëîãèþ ãóáêè¿ (1).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà ñëèøêîì ñëîæíîå,
è ÿ íå áóäó åãî ïðèâîäèòü 18. Ñëó÷àéíûå ôîðìû è ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà
ïðèäàþò âåðîÿòíîñòíóþ ¾îêðàñêó¿ ôóíêöèîíàëàì Ìèíêîâñêîãî, êîòîðûå

17Èõ íàçûâàþò ¾ãðàíóëû¿.
18Åãî âïåðâûå äàë ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ã.Øîêå â 1953 ãîäó.
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ñòàíîâÿòñÿ òåïåðü ¾ñòàòèñòèêàìè¿. ß ïîêàæó, êàê ïîëó÷àþòñÿ òàêèå ñòà-
òèñòèêè íà ïðèìåðå èãðóøå÷íîé ìîäåëè. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â êóáå
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñôåð ðàçíûõ ðàç-
ìåðîâ. Îöåíèì ñóììàðíóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âñåõ ñôåð è ïîäåëèì ýòó
âåëè÷èíó íà îáúåì êóáà. Òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé N3. Âû-
áåðåì ñëó÷àéíóþ ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùóþ êóá. Ìû óâèäèì íà íåé ìíî-
æåñòâî îêðóæíîñòåé ðàçíûõ ðàçìåðîâ � ñëåäû ðàçðåçàííûõ ñôåð. Îöåíèì
ñóììàðíûé ïåðèìåòð âñåõ êðóãîâ, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ñå-
÷åíèÿ. Ñëåäóÿ êàíîíàì èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ýòó âåëè÷èíó, ðàçóìååòñÿ,
íàäî óñðåäíèòü ïî ìíîæåñòâó âñåõ ñå÷åíèé. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íàçû-
âàþò ñòàòèñòèêîé N2. Âûáåðåì íàêîíåö ñëó÷àéíóþ ïðÿìóþ íà ñåêóùåé
ïëîñêîñòè. Îíà ïåðåñå÷åò íåêîòîðûå èç îêðóæíîñòåé, è ðåçóëüòàòîì áóäåò
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïðÿìîé. Èõ ïëîòíîñòü, ò. å ÷èñëî òî÷åê íà åäè-
íèöó äëèíû ïðÿìîé, äàñò íàì ïîñëåäíþþ ñòàòèñòèêó � N1. Êîíå÷íî, êàê
è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîñëåäíþþ îöåíêó íàäî óñðåäíèòü ïî ìíîæåñòâó
âñåõ ñëó÷àéíûõ ïðÿìûõ. Â íàøåì ïðèìåðå ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà ñôåðè÷å-
ñêè ñèììåòðè÷íû. Ïîýòîìó ìîæíî ñâÿçàòü âñå òðè Ni, i = 1, 2, 3 ïðîñòûìè
âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè Ìèíêîâñêîãî â ¾ñòàòè-
ñòè÷åñêîì îáëèêå¿. Íàøà ìîäåëü èëëþñòðèðóåò îñíîâíîé ïðèåì ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè � èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ
îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëüíî ñëîæíûõ ïàòòåðíîâ. ß ïðèâå-
äó îäèí çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èç ýòîé îáëàñòè [47, 49].

Â ôèçèêå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïàòòåðíîâ ÷àùå èñïîëüçó-
þò òåðìèí ¾ñëó÷àéíîå ïîëå¿, èìåÿ ââèäó ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîðíûé ïðî-
öåññ X(t) ∈ Rn, ãäå t ∈ Rk. Ðåàëèçàöèåé X(t) ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
âûñîòà ìîðñêîé âîëíû (n = 1) èëè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïî-
âåðõíîñòè Ñîëíöà (n = 3), êîòîðûå èçìåðÿþòñÿ â òî÷êå ñ ïðÿìîóãîëüíûìè
èëè ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (k = 2). Â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îöåíêè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ìàêñèìóìû ñëó÷àéíîãî
ïîëÿ sup X(t), èçìåðåííîãî ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì λ, ïðåâû-
øàþò íåêîòîðûé ïîðîã u : Prob(supX(t) > u). Èíûìè ñëîâàìè, íàñ
èíòåðåñóåò ñòàòèñòèêà ìàêñèìàëüíûõ âûáðîñîâ 19 ïîëÿ âûøå íåêîòîðîãî
çàäàííîãî ñå÷åíèÿ, ïîäîáíîãî òîìó, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè â èãðóøå÷íîé
ìîäåëè. Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ òàêîé
âåðîÿòíîñòè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ. Íî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî ìåíü-
øåé ìåðå äëÿ ãàóññîâñêèõ ïîëåé èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

19Èíîãäà ãîâîðÿò ¾ýêñêóðñèé¿.

ÓÄÊ 004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 179



ISBN 5�7262�0526�X ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉÐÎÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÅ

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(χ) ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ýêñêóðñèé ïîëÿ
[47]:

Prob(sup X(t) > u) ∝ E(χ) =
λ3

(2π)2
(u2 − 1) exp(−u2/2)+

+
(1/2)λ2

(2π)3/2
u exp(−u2/2) +

2λ

2π
exp(−u2/2)+

+
χ

(2π)1/2

∫ ∞

0

exp(−z2/2)dz.

Â ñëó÷àå R3 â ñå÷åíèè ðåëüåôà ïîëÿ ìû áóäåì ïîëó÷àòü êîíòóðû. Ïî-
ýòîìó ñòàòèñòèêó N2 ÷àñòî íàçûâàþò ¾êîíòóðíîé¿. Åå èñòîêàìè ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à î âûáðîñàõ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè â R1, êîòîðóþ èññëåäîâàë Ñ. Ðàéñ
[45]. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), t ∈ [a, b], è åãî ãðà-
ôèê âìåñòå ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ξ = h (ðèñ. 17). Ìíîæåñòâîì âûáðî-
ñîâ (¾ýêñêóðñèé¿) ãðàôèêà çà óðîâåíü h íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ,
äëÿ êîòîðûõ ξ(t) ðàâíà èëè ïðåâûøàåò h, ò. å. Aξ(h) = {t| ξ(t) > h}. Â
îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Aξ(h) ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ òî÷åê è èíòåðâàëîâ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè âûáðîñà â òî÷êå t íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííîå âûïîë-
íåíèå äâóõ óñëîâèé: ξ(t) < h; ξ(t + dt) > h, ãäå dt � èíòåðâàë. Ðåàëèçàöèÿ
âûáðîñà â èíòåðâàëå dt ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ äâîéíîãî íåðàâåíñòâà:

h− ξ′(t)dt < ξ(t) < h; ξ′(t) > 0,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ξ′(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïîíèìàåòñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì
ñìûñëå.

Âåðîÿòíîñòü âûáðîñà Prob[h− ξ′(t)dt < ξ(t) < h] ìîæíî âûðàçèòü ÷å-
ðåç ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(t) è åå ïðîèçâîäíîé â îäíîé è
òîé æå òî÷êå. Åñëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îðäèíàòû è ñàìà îðäèíàòà ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè 20, ìîæíî ¾ðàñöåïèòü¿ ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü
íà äâà ñîìíîæèòåëÿ è ïîëó÷èòü ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà âû-
áðîñîâ è ïðîòÿæåííîñòè îäíîãî âûáðîñà, ò. å. ñðåäíåé âåëè÷èíû èíòåðâàëà
∆t, â êîòîðîì ôóíêöèÿ ξ(t) ïðåáûâàåò âûøå óðîâíÿ h. Ýòè âûðàæåíèÿ
è áûëè ïîëó÷åíû Ñ. Ðàéñîì â 1944 ãîäó äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà.

Ïóñòü òåïåðü X(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ], íå ðàâíàÿ òîæ-
äåñòâåííî h â äàííîì èíòåðâàëå, è X(0) 6= X(T ) 6= h. Áóäåì ãîâîðèòü,

20Ýòî áóäåò, íàïðèìåð, åñëè ïðîöåññ ãàóññîâñêèé.
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ÐÈÑ. 17. Çàäà÷à î âûáðîñàõ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè

÷òî X(t) ïåðåñåêàåò óðîâåíü h ñíèçó ââåðõ â òî÷êå t0, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òî X(t) 6 0 â (t0 − ε), t0 è X(t) > 0 â t0, (t0 + ε). ×èñëî
ýòèõ òî÷åê t0 â [0, T ] íàçîâåì ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé ñíèçó ââåðõ óðîâíÿ h
è îáîçíà÷èì Nh(X, T ). Ñâÿçü ìåæäó Nh(X, T ) è ìíîæåñòâîì âûáðîñîâ
Ah = Ah(X(t)) = {t ∈ [0, T ] : X(t) > h} î÷åíü ïðîñòàÿ. Åñëè X(0) < h,
òî ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé è ÷èñëî êîìïîíåíò Ah ðàâíû; â ñëó÷àå X(0) ≥ h,
Ah = Nh + 1.

Îáîáùåíèå ìíîæåñòâà ýêñêóðñèé íà ñëó÷àé ïîëåé äîëæíî âêëþ÷àòü
ñëó÷àéíûå òî÷êè âèäà:

{
t ∈ S : X(t) = h

}
= ∂Ah(X, S), t ∈ RN , N > 1,

ãäå ∂Ah îçíà÷àåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà Ah. Äëÿ R2, íàïðèìåð, ∂Ah � ýòî ãðà-
íèöû êîíòóðîâ íà ïëîñêîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðÿìîå îáîáùåíèå äëÿ ÷èñëà
ïåðåñå÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Íåïîíÿòíî, íàïðèìåð, êàê ðàçëè-
÷àòü â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ ñíèçó ââåðõ è íàîáîðîò. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ôîðìàëèçì äëÿ ýòèõ ñèòóàöèé áûë ñîçäàí Ð. Àäëåðîì [47, 48]. Åãî îñíîâíàÿ
èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñòàòèñòèêó âûáðîñîâ ñâåñòè ê ñòàòèñòèêå
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ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî. Ìû ðàññìîòðèì íèæå äâà ïðèìåðà íàøåãî
îïûòà ðàáîòû ñ êîíòóðíîé ñòàòèñòèêîé. Ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòñÿ ê ðàäèî-
ýêîëîãèè áûâøåãî Ñåìèïàëàòèíñêîãî ÿäåðíîãî ïîëèãîíà (ÑÈßÏ), âòîðîé
âçÿò èç îáëàñòè ôèçèêè ãëîáàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ñîëíöà.

Ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ êîíòóðíîé ñòàòèñòèêè

ß íà÷íó ñ ïåðâîãî ïðèìåðà. Íà òåððèòîðèè ÑÈßÏ çà ïåðèîä 1949�1989 ãî-
äîâ áûëî ïðîèçâåäåíî 470 ÿäåðíûõ âçðûâîâ ðàçíîé ìîùíîñòè (90 âîçäóø-
íûõ, 25 íàçåìíûõ è 354 ïîäçåìíûõ). Èõ ñóììàðíîå âîçäåéñòâèå è âëèÿíèå
ñîïóòñòâóþùèõ êëèìàòè÷åñêèõ, ãèäðîëîãè÷åñêèõ è òåõíîãåííûõ ôàêòîðîâ
ñôîðìèðîâàëè ñòðóêòóðèðîâàííîå ñòîõàñòè÷åñêîå ïîëå çàãðÿçíåíèé, ñîäåð-
æàùåå øèðîêèé äèàïàçîí äîëãîæèâóùèõ ðàäèîíóêëèäîâ. Íàèáîëåå îïàñ-
íûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ: 14C (ïåðèîä ïîëóðàñïàäà 5730 ëåò), 60Co (5.26 ëåò),
90Sr (28.5 ëåò), 137Cs (30 ëåò), 239Pu (24113 ëåò), 241Am (14.5 ëåò). Ýòè
òåõíîãåííûå èçîòîïû íàëîæåíû íà åñòåñòâåííûé ôîí, âûçâàííûé ïðèðîä-
íîé ðàäèîàêòèâíîñòüþ ãîðíûõ ïîðîä, ïî÷âû, âîäû è âîçäóõà. Ñîâðåìåííàÿ
ðàäèàöèîííàÿ îáñòàíîâêà íà ÑÈßÏ äî ñèõ ïîð èçó÷åíà íåäîñòàòî÷íî 21.
×òîáû ïîíÿòü, â ÷åì òóò äåëî, íåîáõîäèìî ñêàçàòü êîå-÷òî î ìåòîäàõ èç-
ìåðåíèé. Ïîâåðõíîñòíîå çàãðÿçíåíèå ðàäèîíóêëèäàìè èçìåðÿåòñÿ äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî îòáîð ïðîá. Íà ñòàíäàðòíîé êâàäðàòíîé
ïëîùàäêå, ñêàæåì ðàçìåðîì îäèí 1 ì2, èç âåðøèí êâàäðàòà è åãî öåíòðà
áåðóòñÿ îáðàçöû ïî÷âû. Îíè ïåðåìåøèâàþòñÿ â ëàáîðàòîðèè è äåëàåòñÿ
ðàäèîèçîòîïíûé àíàëèç ñìåñè. Ïîëó÷åííîå ñîäåðæàíèå èçîòîïîâ ïðèïè-
ñûâàåòñÿ ýòîé ïëîùàäêå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ìåòîä òðóäíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
äèàãíîñòèêè áîëüøèõ òåððèòîðèé: ïëîùàäü òîëüêî ñàìîãî ïîëèãîíà ïðå-
âûøàåò 16000 êâ. êì.

Âòîðîé ìåòîä èñïîëüçóåò àâòî- èëè àýðîãàììà-ñïåêòðîìåòðè÷åñêóþ
ñúåìêó òåððèòîðèè ïî ñåòêå ïàðàëëåëüíûõ ìàðøðóòîâ. Äëÿ òèïè÷íîé ñúåì-
êè â ìàñøòàáå 1:1000000 ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ìàðøðóòàìè ñîñòàâ-
ëÿëè 10 êì. Ê ñàìîëåòó èëè âåðòîëåòó ïîäâåøèâàåòñÿ ãîíäîëà ñ ìíîãîêà-
íàëüíûì ãàììà-ñïåêòðîìåòðîì. Åãî ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè çåìëè íå
äîëæíî áûòü çíà÷èòåëüíûì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óæå ïðîáëåìà äëÿ ïîëåòîâ
ïî ïåðåñå÷åííîé ìåñòíîñòè. Èíòåðïîëÿöèÿ èçìåðåíèé ïîëó÷åííûõ òàêîé
ðåäêîé ñåòüþ âûçûâàåò áîëüøèå òðóäíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ðàäèîíóêëèä-

21Èññëåäîâàíî ìåíåå 1% çàãðÿçíåííîé ïëîùàäè.
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íûå çàãðÿçíåíèÿ èìåþò ìóëüòèôðàêòàëüíûé ñêåéëèíã 22 è ïîýòîìó, ïðàâî-
ìåðíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîïóëÿðíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ âåñüìà
ïðîáëåìàòè÷íà. Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ôðàêòàëü-
íîé èíòåðïîëÿöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå èëè ìåíåå ïðèåìëåìóþ êàðòó
ïîâåðõíîñòíûõ çàãðÿçíåíèé. Îíà íå ñëèøêîì õîðîøî îòîáðàæàåò ìåòðè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ, íî ñîõðàíÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ
î ñòàòèñòèêå âûáðîñîâ. Ýòî î÷åíü âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ñìåæ-
íûå ñ ïîëèãîíîì òåððèòîðèè õîòåëîñü áû èñïîëüçîâàòü â ñåëüñêîì õîçÿé-
ñòâå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå íå òîëüêî î ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèå ïèêîâ çàãðÿçíåíèÿ, íî è óìåòü îòâåòèòü íà âîïðîñ: êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ðàäèîíóêëèäíîå ïÿòíî öåçèÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ
â k ðàç ïðåâûøàþùåé ïðåäåëüíî äîïóñòèìóþ íîðìó? Âîò äëÿ òàêèõ çà-
äà÷ êîíòóðíàÿ ñòàòèñòèêà îêàçàëàñü èäåàëüíûì èíñòðóìåíòîì. Íà ðèñ. 18
â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíà ïèêñåëüíàÿ êàðòà êàíàëà Cs äëÿ îäíîãî èç
ôðàãìåíòîâ ÑÈßÏ. Êàæäûé ïèêñåë èìååò ðàçìåð 20 × 50 ì. Ñàì ó÷àñòîê
íàçûâàþò ïîëèãîíîì ¾Èðòûø¿; îí áûë ñîçäàí äëÿ êàëèáðîâêè ïðèáîðîâ
è ïîýòîìó èçìåðÿëñÿ íàèáîëåå òùàòåëüíî(2). Àíàëîãè÷íûå êàðòû èìåþòñÿ
äëÿ êàíàëîâ ïðèðîäíûõ èçîòîïîâ K, Th, U .
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ÐÈÑ. 18. Ïèêñåëüíàÿ êàðòà êàíàëà Cs äëÿ ïëîùàäêè ¾Èðòûø¿

Äëÿ êàæäîé êàðòû áûëè ïîëó÷åíû ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ïîëÿ â åäèíèöàõ äèñ-
ïåðñèè. Íà ðèñ. 19 ïðèâåäåíà èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà
Ýéëåðà (3) 〈χIG〉 äëÿ âñåõ êàíàëîâ âìåñòå ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé äëÿ ìî-
äåëè ãàóññîâñêîãî ïîëÿ. Âèäíî, ÷òî âñå êàíàëû ðàçäåëÿþòñÿ ïî ïîâåäåíèþ
ôóíêöèîíàëà è 〈χIG〉 äëÿ öåçèÿ Cs áîëüøå âñåãî îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè

22Èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïÿòåí.

ÓÄÊ 004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 183



ISBN 5�7262�0526�X ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉÐÎÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÅ

ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêîëîãè-
÷åñêèõ îöåíîê. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â íàøèõ ðàáîòàõ [52, 53].
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ÐÈÑ. 19. Ãðàôèêè õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðà äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîòîïîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç äðóãîé îáëàñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ñîëíå÷íîå ìàã-
íèòíîå ïîëå èìååò ñëîæíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó è êâàçèöèêëè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå âî âðåìåíè. Ýòî ïîëå ïðîäóöèðóåòñÿ äèôôóçíûìè êîìïî-
íåíòàìè è êîìïàêòíûìè ìàãíèòíûìè ñòðóêòóðàìè (ïÿòíàìè) ðàçíûõ ðàç-
ìåðîâ è ñ ðàçëè÷íûì âðåìåíåì æèçíè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åãî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðóêòóðèðîâàííîå ñëó÷àéíîå ïîëå (4). Íà áîëüøèõ ìàñ-
øòàáàõ ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîíîâîå ìàãíèòíîå
ïîëå. Ýòî êðóïíîçåðíèñòîå ïîëå ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàñïðåäåëåíèè óíèïîëÿð-
íûõ îáëàñòåé, êîòîðûå ýâîëþöèîíèðóþò ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì îêîëî
11 ëåò. Ëèíèè ðàçäåëà ïîëÿðíîñòåé èçîáðàæàþòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ðàç-
âåðòêå ñîëíå÷íîé ïîâåðõíîñòè â ôîðìå òàê íàçûâàåìûõ H −α ñèíîïòè÷å-
ñêèõ ìàãíèòíûõ êàðò (ðèñ. 20). Òàêèå êàðòû äàþò óñðåäíåííóþ äèíàìèêó
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ïîëÿ Ñîëíöà âî âðåìåííîì îêíå îêîëî 27 äíåé 23. Äîñòóïíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñèíîïòè÷åñêèõ êàðò íà÷èíàåòñÿ ñ 1915 ãîäà. Áîëåå äåòàëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ î ìàãíèòíîì ïîëå ñîäåðæèòñÿ â ñèíîïòè÷åñêèõ êàðòàõ Wilcox
Solar Observatory, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ñ 1976 ãîäà è ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ
ñàìîãî ïîëÿ, à íå òîëüêî åãî çíàê.

ÐÈÑ. 20. Ïðèìåð H − α ñèíîïòè÷åñêîé êàðòû. Çíàê + ñîîòâåòñòâóåò
ñåâåðíîé ïîëÿðíîñòè.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñèíîïòè÷åñêèå êàðòû èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî äëÿ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà.

Çàìåòèì, ÷òî òàêèå êàðòû ïðåäñòàâëÿþò ðåàëüíûå ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû
ïî ìåíüøåé ìåðå ãîìåîìîðôíî òàê, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà îáû÷íî
ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî èçâëå÷ü ôèçè÷åñêè èíòåðåñíóþ èí-
ôîðìàöèþ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû êîíòóðíîé ñòàòèñòèêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
íà ðèñ. 21 ïðèâåäåí ãðàôèê ñãëàæåííîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó-
÷åííîé ïî H − α êàðòàì äëÿ âîñüìè Ñîëíå÷íûõ öèêëîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ
íà òîì æå ãðàôèêå èçîáðàæåíû ñîïóòñòâóþùèå ÷èñëà Âîëüôà 24. Ïîëó÷åí-
íûé âðåìåííîé ðÿä χ èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ íåçàâèñèìîé îöåíêè ðàçìåðíîñòè
¾ñîëíå÷íîãî àòòðàêòîðà¿. Îêàçàëîñü, ÷òî äðóãîé ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêî-
ãî � ïåðèìåòð ëèíèè ðàçäåëà ïîëÿðíîñòåé ïîëåçåí äëÿ ïðîãíîçà ñîëíå÷-
íûõ âñïûøåê. Åãî èçìåíåíèÿ ïðåäøåñòâóþò óâåëè÷åíèþ òàê íàçûâàåìîãî
âñïûøå÷íîãî èíäåêñà. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â íàøåé ðàáîòå [55].

Ïðèìå÷àíèÿ
23Îäèí îáîðîò Ñîëíöà.
24Îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëó ñîëíå÷íûõ ïÿòåí.
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ÐÈÑ. 21. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèíîïòè÷åñêèõ
êàðò äëÿ âîñüìè Ñîëíå÷íûõ öèêëîâ

1. Òàêîå ðàcïðåäåëåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïåðåéäåì îò äèñêðåòíîãî
íàáëþäàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà â ãàëàêòèêàõ è èõ ñêîïëåíèÿõ
ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü åñëè ¾ðàçìà-
çàòü¿ íàáëþäàåìîå âåùåñòâî ïî ÿ÷åéêàì âçâåøåííîé äèàãðàììû Âî-
ðîíîãî, à çàòåì ñãëàäèòü ïëîòíîñòü íà ðåáðàõ, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð,
ãàóññîâñêèé ôèëüòð.

2. Ïîëèãîí ¾Èðòûø¿ ðàñïîëîæåí â çîíå ¾Îïûòíîãî ïîëÿ¿ ÑÈßÏ, âáëè-
çè ýïèöåíòðà ïåðâîãî àòîìíîãî âçðûâà, è ñîñòîèò èç òðåõ ïëîùàäîê
ðàçìåðîì 10×0.4 êì. Aýðî-ãàììàñïåêòðîìåòðè÷åñêàÿ ñúåìêà ìàñøòà-
áà 1 : 5000 ðåãèñòðèðîâàëà ïîëíûé ñïåêòð æåñòêîãî ãàììà-èçëó÷åíèÿ
â äèàïàçîíå 0.2−3.0 ÌýÂ ñ ðàçáèâêîé äèàïàçîíà íà 256 óðîâíåé. Âû-
ñîòà çàëåòîâ 20 ì; ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âåðòîëåòà � îêîëî 80 êì/÷.

3. Èíòåãðàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà 〈χIG〉 îòëè÷à-
åòñÿ îò ñòàíäàðòíîé ó÷åòîì âëèÿíèÿ ãðàíèö êàðòû. Âûáåðåì íà÷àëî
êîîðäèíàò â ëåâîì íèæíåì óãëó êàðòû. Ïðè ïîäñ÷åòå χ íå áóäåì ó÷è-
òûâàòü êîíòóðû, èìåþùèå îáùèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè; ýòî
áóäåò âåëè÷èíà χIG. Ïîñëå ïåðåíîñà ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñëåäóþ-
ùèé óãîë êàðòû ïîëó÷èì íîâóþ îöåíêó χIG. Óñðåäíåíèå ýòèõ îöåíîê
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ïî âñåì óãëàì êàðòû äàåò 〈χIG〉, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü äðîáíîå
çíà÷åíèå.

4. Ìàãíèòîãðàììû, ïîëó÷åííûå ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì, ïîêàçàëè, ÷òî
ìàãíèòíûé ïîòîê èìååò ïåðåìåæàåìóþ ìóëüòèôðàêòàëüíóþ ñòðóêòó-
ðó â øèðîêîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ.

Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Ìîíîãðàôèÿ Æ. Ìàòåðîíà [44], ïîñâÿùåí-
íàÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðàññ÷èòàíà íà ìàòåìàòèêîâ. Çàäà÷à î âû-
áðîñàõ îïèñàíà â ó÷åáíèêå [45]; ìíîãî ïîëåçíîãî ìîæíî íàéòè â îáçîðå
[46], ïîñâÿùåííîì âåòðîâûì âîëíàì. Êëàññè÷åñêèì ïîñîáèåì ïî òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ìîíîãðàôèÿ Ð. Àäëåðà [47]. Áîëåå äîñòóïíû ãëà-
âû íåîïóáëèêîâàííîé ïîêà êíèãè [48]. Äëÿ ôèçèêîâ áîëåå èíòåðåñíû ñòà-
òüè Ê. Âîðñëåÿ [49�51]. Ëó÷øå íà÷àòü ñ åãî ïîïóëÿðíîé ñòàòüè [49]. Â íà-
øèõ ðàáîòàõ îïèñàíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî
ê ðàäèîýêîëîãèè [52, 53], ê ñåéñìîëîãèè [54] è ôèçèêå Ñîëíöà [55]. Íàèáî-
ëåå ïîïóëÿðíû ïðèëîæåíèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ â êîñìîëîãèè.
Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [56�58]; â [59] ìîæíî íàé-
òè èíòåðåñíóþ ïîïûòêó ââåäåíèÿ ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå àñòðîôèçè÷åñêèõ
êàðò, îñíîâàííóþ íà ìîðôîëîãèè.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ òîïîëîãèÿ: Ãîìîëîãèè è ÷èñëà Áåòòè

Î! Î! Î! Î!

Â. Øåêñïèð
¾Îòåëëî¿, àêò V, ñöåíà 2

Ôóíêöèîíàëû Ìèíêîâñêîãî îïèñûâàþò ãëàâíûì îáðàçîì ãåîìåòðèþ ïàò-
òåðíà. Îäíàêî äâà îáúåêòà, èìåþùèå èäåíòè÷íóþ ãåîìåòðèþ, ìîãóò èìåòü
ñîâåðøåííî ðàçëè÷íóþ òîïîëîãèþ. Ïðîñòîé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè � äâà
ôðàêòàëà, îòëè÷àþùèåñÿ ÷èñëîì ¾äûð¿. Ïëîùàäè ôðàãìåíòîâ, íàäåëåííûõ
ìåðîé, è èõ ïåðèìåòðû ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, ñîâïàäàþò è ôðàêòàëüíûå
ðàçìåðíîñòè, ïîòîìó ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû ó÷èòûâàþò òîëüêî
÷èñëî íåïóñòûõ áîêñîâ. Ðàçëè÷èòü äâà ïîðèñòûõ ïàòòåðíà ìîæíî òîëüêî
â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíîé òîïîëîãèè. Ýòà ñîâñåì ìîëîäàÿ íàóêà èçó÷à-
åò àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ (òîïîëîãè÷åñêèõ
êëåòîê), ñîñòàâëÿþùèõ ïàòòåðí. ß îãðàíè÷óñü çäåñü òîëüêî íåêîòîðûìè
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èñõîäíûìè ïîíÿòèÿìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è ïîêàæó èõ ñâÿçü ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèé.

Îòðåçîê ñîåäèíÿåò äâå òî÷êè, íà òðè íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè ìîæíî ¾íà-
òÿíóòü¿ òðåóãîëüíèê; ÷åòûðå íåêîìïëàíàðíûå òî÷êè ñëóæàò âåðøèíàìè
òåòðàýäðà (ñì. ðèñ. 22). Ýòè âûïóêëûå ìíîæåñòâà íàçûâàþò ñèìïëåêñàìè.

ÐÈÑ. 22. Ïðèìåðû ñèìïëåêñîâ

Îíè ðàçëè÷àþòñÿ ðàçìåðíîñòÿìè è îáîçíà÷àþòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì âåðøèí,
çàäàþùèõ îðèåíòàöèþ: 0-ñèìïëåêñ � òî÷êà, 1-ñèìïëåêñ � îòðåçîê [a, b] ,
2-ñèìïëåêñ � òðåóãîëüíèê [a, b, c], 3-ñèìïëåêñ � òåòðàýäð [a, b, c, d]. Àë-
ãåáðàè÷åñêè îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ çíàêàìè ïðè âåðøèíàõ (ãðàíèöàõ) ñèì-
ïëåêñîâ, íàïðèìåð, [a, b] = b− a. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ck =
∑

ai∆k
i

ñèìïëåêñîâ ∆k
i íàçûâàåòñÿ öåïüþ èëè k�öåïüþ. Çäåñü ai ∈ Z � öåëûå ÷èñëà

è âñå ñèìïëåêñû â öåïè èìåþò ðàçìåðíîñòü k. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë Z îáðàçóåò àáåëåâó (êîììóòàòèâíóþ) ãðóïïó îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ. Öåïè òàêæå îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó; îáîçíà÷èì åå êàê Ck.
Ãðàíèöåé ∂∆k ñèìïëåêñà ∆k = [a0, a1, ..., ak] ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ∆k−1�
ñèìïëåêñû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó âñåõ åãî (k−1)�ìåðíûõ ãðàíåé
ñ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé:

∂k[a0, a1, . . . , ak] =
k∑

i=0

(−1)i
[
a0, . . . , âi, . . . , ak

]
,
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ãäå âi � îçíà÷àåò îòñóòñòâèå i�îé âåðøèíû â ñóììå. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð,
ãðàíèöû äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ íà ðèñ. 22:

∂1[a, b] = b + (−1)1a,

∂2[a, b, c] = [b, c]− [a, c] + [a, b] = [b, c] + [c, a] + [a, b].

Îïåðàòîð ∂ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Åãî ïðèìåíåíèå ê öåïÿì îïðåäåëÿåò ãîìî-
ìîðôèçì 25: ∂k : Ck → Ck−1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ∂ ïîíèæàåò
ðàçìåðíîñòü öåïè è ïðèâîäèò ê öåïíîìó êîìïëåêñó íà ãðóïïàõ öåïåé:

. . . → Ck+1 →∂k+1 Ck →∂k Ck−1 → . . . C0 →∂0 0.

Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî: ∂2c = ∂∂c = 0, ò. å. ãðàíèöà ãðàíèöû åñòü
íóëü. Ïðîâåðèì åãî äëÿ 2-ñèìïëåêñà:

∂1∂2[a, b, c] = [c]− [b]− [c] + [a] + [b]− [a] = 0.

Öåïü z íàçûâàþò öèêëîì, åñëè åå ãðàíèöà ðàâíà íóëþ: ∂z = 0. Ìíîæåñòâî
k-ìåðíûõ öèêëîâ Zk ⊂ Ck îáðàçóåò ïîäãðóïïó â ãðóïïå öåïåé. Ýëåìåíòû
ãðóïïû Ck, êîòîðûå ïðè ãîìîìîðôèçìå ∂ îòîáðàæàþòñÿ â íóëü, íàçûâàþò
ÿäðîì (ker ∂) ãîìîìîðôèçìà, òàê ÷òî Zk = ker ∂. Öåïü b íàçûâàþò ãðàíè-
öåé, åñëè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàíèöû íåêîòîðîé (k + 1)-ìåðíîé
öåïè h, ò. å. b = ∂k+1h. Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü (1-öåïü) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
ïëîùàäêè âíóòðè íåå (2-öåïè). Ïîñêîëüêó ∂kb = ∂∂k+1h = 0, ìíîæåñòâî
ãðàíèö Bk îáðàçóåò àáåëåâó ïîäãðóïïó ãðóïïû öèêëîâ Bk ⊂ Zk. Î÷åâèäíî,
÷òî Bk ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè (im ∂k+1) ãîìîìîðôèçìà ∂k+1.

Êîíå÷íî, ïðîèçâîëüíûé öèêë ìîæåò è íå áûòü ãðàíèöåé. Òàêîé öèêë
íè÷åãî íå îãðàíè÷èâàåò è ìîæåò áûòü ¾ñòÿíóò¿ â òî÷êó. Ïîýòîìó ãîâîðÿò,
÷òî îí ãîìîëîãè÷åí íóëþ: z ∼ 0. Äâà öèêëà ãîìîëîãè÷íû äðóã äðóãó c1 ∼ c2,
åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòîðóþ ãðàíèöó 26 ∂h, ò. å. c1 = c2 + ∂h èëè
c1 − c2 ∼ 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ãðóïïó Zk íà îòäåëü-
íûå êëàññû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò öèêëû, ýêâèâàëåíòíûå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ∂h. Íàïðèìåð, ïàðàëëåëè òîðà îáðàçóþò îäèí êëàññ öèêëîâ, íå
ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè. Äðóãîé êëàññ îáðàçóþò ìåðèäèàíû, ïàðà êîòîðûõ
îãðàíè÷èâàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü òîðà ìåæäó íèìè. Ôîðìàëü-
íî, âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bk ⊆ Zk ⊆ Ck ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
ôàêòîð-ãðóïïó k�ìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé:

Hk = Zk/Bk = ker ∂k/im ∂k+1.

25Ò. å. îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå áèíàðíóþ îïåðàöèþ.
26Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü êîëüöî.
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×èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ 27 Hk íàçûâàþò k�ìåðíûì ÷èñëîì Áåò-
òè βk. Ýòè ÷èñëà òåñíî ñâÿçàíû ñ êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòåé. Íàïðèìåð, òîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåêò, ¾ñêëååí-
íûé¿ èç áîëåå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ � êëåòîê ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

ÐÈÑ. 23. Ðàçëîæåíèå òîðà íà òîïîëîãè÷åñêèå êëåòêè

Óäàëèì èç òîðà T 2 îäèí èç ìåðèäèàíîâ (ðèñ. 23), ò. å. 1-öèêë. Êðàÿ ïî-
ëó÷åííîãî ðàçðåçà áóäåì ñ÷èòàòü ¾îòîæäåñòâëåííûìè¿, ò. å. ñêëååííûìè.
Óäàëåíèå îäíîé òî÷êè èç âûðåçàííîãî ìåðèäèàíà äàåò äâå êëåòêè ðàçíîé
ðàçìåðíîñòè: 0-êëåòêó èëè òî÷êó, è îòðåçîê èëè 1-êëåòêó ñ îòîæäåñòâëåí-
íûìè êîíöàìè. Ðàçâåðíåì òî, ÷òî îñòàëîñü îò òîðà, â öèëèíäð è âûðåæåì
îäíó èç îáðàçóþùèõ, ò. å. 1-êëåòêó. Ýòî ïîçâîëèò ðàçâåðíóòü öèëèíäð â
ïðÿìîóãîëüíèê èëè 2-êëåòêó, ó êîòîðîãî ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû ïîïàð-
íî ñêëååíû. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè âñå êëåòêè, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí
òîð. Ïåðå÷èñëèì èõ ïî ðàçìåðíîñòÿì: îäíà 0-êëåòêà, äâå 1-êëåòêè è îäíà
2-êëåòêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãîìîëîãèè òîðà. Ãðóïïà H0 ñîäåðæèò òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè T 2: âñå öèêëû íà òîðå, êîòîðûå ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êó, è êðàòíûå
èì öèêëû. Ïîñêîëüêó âñå ýòè îáúåêòû ãîìîëîãè÷íû íóëþ H0(T 2) = Z è,
ñëåäîâàòåëüíî, β0 = 1. Ãðóïïà H1(T 2) = Z ⊕Z ñîäåðæèò äâà êëàññà íåãî-

27Ò. å. ðàíã ãðóïïû.
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ìîëîãè÷íûõ (ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíû) 1-öèêëîâ, ñëåäîâàòåëüíî, β1 = 2.
Íàêîíåö, ãðóïïà H2(T 2) = Z. Îíà ñîäåðæèò òîëüêî îäèí êëàññ 2-öèêëîâ,
ïîâåðõíîñòü òîðà; ïîýòîìó β2 = 1. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ βk ñ
ðàçëîæåíèåì òîðà íà êëåòêè, ëåãêî óáåäèòüñÿ â èõ ïîëíîé èäåíòè÷íîñòè.

×èñëà Áåòòè ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðèñòèêîé Ýéëåðà ïîâåðõíîñòè ôîðìóëîé:

χ =
∑

i

(−1)iβi

òàê, ÷òî äëÿ T 2 ìû ïîëó÷àåì: χ = 1−2+1 = 0. Äëÿ ñôåðû S2 ÷èñëî β0 = 1
è, ïîñêîëüêó âñå 1-öèêëû ñôåðû ãîìîëîãè÷íû íóëþ, β1 = 0. Ïîâåðõíîñòü
ñôåðû äàåò β2 = 1. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëîæå-
íèþ ñôåðû íà êëåòêè. Òàêèõ êëåòîê âñåãî äâå: îäíà 0-ìåðíàÿ, âûêîëîòàÿ
òî÷êà, è îäíà 2-õ ìåðíàÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé äèñê ñ îòîæäåñòâëåí-
íîé ãðàíèöåé, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ ïðîêîëîòîé ñôåðû íà
ïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, χ(S2) = 1 − 0 + 1 = 2. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñ-
íî òåîðåìå Ïóàíêàðå�Õîïôà [42], ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà ÷èñëó
îñîáåííîñòåé ãëîáàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî íà ïîâåðõíîñòè. Íà
òîðå òàêîå ïîëå íå èìååò îñîáåííîñòåé è ìîäåëèðóåòñÿ êàñàòåëüíûìè ê
¾îáìîòêå¿ òîðà. Ïðåäñòàâèì ñåáå ïëàíåòó â ôîðìå òîðà. ¾Îáìîòêà¿ òîðà �
ýòî âåòðîâûå ïîòîêè. Ñëåäóÿ èì, âîçäóøíûé øàð, çàïóùåííûé â ëþáîé
òî÷êå òîðà, ñîâåðøèò ¾êðóãîñâåòíîå ïóòåøåñòâèå¿ íå ïðîïóñòèâ íè îäíîé
òî÷êè ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû. Ýòî è îçíà÷àåò îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê âåò-
ðîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Êàê èçâåñòíî, íà ñôåðå âñåãäà ñóùåñòâóþò äâå
ñèíãóëÿðíîñòè (äâà ïîëþñà), â êîòîðûõ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü íàïðàâëå-
íèå êàñàòåëüíûõ ê S2 âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçäóøíûé øàð íèêîãäà
íå ïîïàäåò â ýòè òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãè÷åñêîå óñòðîéñòâî ìíî-
ãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåò ôèçèêó ãëîáàëüíûõ ïîëåé íà íåì. ß ïðèâåäó îäèí
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ãîìîëîãèé äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ñèíîïòè÷åñêèõ
êàðò Ñîëíå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

×èñëà Áåòòè äëÿ H − α êàðò

Ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ àíàëèçà ñèíîïòè÷åñêèå H −α êàðòû, ïîêàçàííûå íà
ðèñ. 20. ß íàïîìíþ, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå ôîíîâî-
ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Ñîëíöà ¾ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ïîëÿðíîñòè¿ èëè, êàê
åùå ãîâîðÿò, ðàñïðåäåëåíèå íåéòðàëüíîé ëèíèè, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò îáëà-
ñòè ñ ðàçíîé ïîëÿðíîñòüþ. Êàæäàÿ êàðòà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó îáîðîòó
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Ñîëíöà. Âûäåëèì íà êàðòå îáëàñòè ôèêñèðîâàííîé ïîëÿðíîñòè. Ïîäñ÷è-
òàåì ñóììàðíîå ÷èñëî öèêëîâ, îêðóæàþùèõ êàæäóþ ¾äûðó¿, ò. å. îáëàñòü
ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè. Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó
Áåòòè β1 è â íåêîòîðîì ñìûñëå èçìåðÿåò ¾ïÿòíèñòîñòü¿ äèïîëüíîé êîì-
ïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âðåìåííîé ðÿä β1, ïîëó÷åííûé ïî 809 H − α
êàðòàì, ïîêðûâàþùèì èíòåðâàë âðåìåíè îêîëî 67 ëåò ïðèâåäåí íà ðèñ. 24.
Íà òîì æå ðèñóíêå ïîêàçàí ãðàôèê âðåìåííîãî ðÿäà ÷èñåë Âîëüôà, äëÿ

ÐÈÑ. 24. Âðåìåííîé ðÿä ÷èñåë Áåòòè β1 âìåñòå ñ ÷èñëàìè Âîëüôà äëÿ
H − α êàðò

òîãî æå èíòåðâàëà âðåìåíè. Îêàçàëîñü, ÷òî ñïåêòð ìîùíîñòè ïîëó÷åííûõ
÷èñåë Áåòòè ñîäåðæèò êâàçèäâóõëåòíþþ ìîäó è ïåðèîäû 11 è 22 ãîäà.
Ìû íàäååìñÿ óòî÷íèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî ïîëíûì ñèíîïòè÷åñêèì
êàðòàì, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûå ¾ïåðñèñòåíòíûå¿ ÷èñëà Áåòòè, è ïîëó-
÷èòü çíà÷åíèÿ β2. Îíè ñâÿçàíû ñ òîïîëîãèåé ¾ðó÷åê¿, îáðàçîâàííûõ 3D
ìàãíèòíûìè ñòðóêòóðàìè ãëîáàëüíîãî ïîëÿ.
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Ïóòåâîäèòåëü ïî ëèòåðàòóðå. Õîðîøåå ïîïóëÿðíîå ââåäåíèå â ãîìîëî-
ãèè ìîæíî íàéòè â î÷åðêå [60]. Ãîìîëîãèè è èõ ïðèìåíåíèå ê ôèçèêå
îïèñàíû â êíèãå [61]. Àêàäåìè÷åñêîå èçëîæåíèå ãîìîëîãèé è ÷èñåë Áåòòè
ñîäåðæèò ó÷åáíèê [10]. Ñîâðåìåííûé âàðèàíò òåîðèè ãîìîëîãèé ñ ïðèëî-
æåíèÿìè ïðåäñòàâëåí ìîíîãðàôèåé [62], äîñòóïíîé â ýëåêòðîííîì âèäå.
Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïî âû÷èñëåíèÿì êóáè÷åñêèõ ãîìîëîãèé ðàçìå-
ùåíî íà ñàéòå [63]; åãî ïðèëîæåíèå ê àíàëèçó ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì îïè-
ñàíî â ñòàòüå [65]. Àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé
áûë ïðåäëîæåí Òàìàëîì Äååì [64]. Ïîïóëÿðíûé îáçîð ïî âû÷èñëèòåëü-
íîé òîïîëîãèè [20] õîðîøî äîïîëíÿåòñÿ ëåêöèÿìè [66]. Çàèíòåðåñîâàííûé
÷èòàòåëü íàéäåò ìíîãî ïîëåçíîãî â äèññåðòàöèÿõ Âàíåññû Ðîáèíñ [22] è
Àôðû Çîìîðîäèàí [67]. Â ñòàòüÿõ [68, 69] ðàññìîòðåí èíäåêñ íåñâÿçíîñòè
è åãî ïðèëîæåíèÿ ê ôðàêòàëàì è äèíàìèêå. Ìàòåìàòè÷åñêîìó ââåäåíèþ â
âû÷èñëèòåëüíóþ òîïîëîãèþ ïîñâÿùåíû ïðåïðèíòû [70�72]. Íàêîíåö, ïî-
íÿòíîå ââåäåíèå â òåîðèþ Ìîðñà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Ðîáèíà Ôîðìàíà
[73].

Ýïèëîã

Ìû îïÿòü òàêè óñëûøàëè òîëüêî î
÷åì-òî íåçàêîí÷åííîì, íî ðàçâå ó
íàñ íå ðîæäàåòñÿ íàäåæäà, ÷òî ýòè
çíàíèÿ äîëæíû áóäóò ïðîäîëæàòü
ðàçâèâàòüñÿ äàëüøå è ïðèâåäóò ê
íîâûì îòêðûòèÿì, èëè íàñ ñàìèõ
èëè äðóãèõ óæå ïîñëå íàñ? Äà
ðàçâå ìû ñàìè íå óçíàëè óæå
äîñòàòî÷íî íîâîãî è
ïîðàçèòåëüíîãî?

Ç. Ôðåéä
¾Ñíîâèäåíèÿ¿

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ëþáîãî ýêñïåðèìåíòà � èçâëå÷åíèå ÿâíûõ çíàíèé èç ìàñ-
ñèâà äàííûõ. Åñëè äàííûå ïðåäñòàâëåíû â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ÷èñëåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî ìåòðè÷åñêèìè (ôðàêòàëüíûå
ðàçìåðíîñòè, ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè), ëèáî ãåîìåòðè÷åñêèìè (ôóíêöèî-
íàëû Ìèíêîâñêîãî) ìåòîäàìè. Ãîðàçäî ñëîæíåå èçâëå÷ü òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà, êîòîðûå áîëåå ôóíäàìåíòàëüíû, ÷åì óïîìÿíóòûå âûøå. Âû-
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÷èñëèòåëüíàÿ òîïîëîãèÿ èññëåäóåò òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà íà îáúåêòàõ,
èçìåðåííûõ èëè âû÷èñëåííûõ ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ. Öèôðîâàÿ êðèâàÿ,
ïðåäñòàâëåííàÿ íàáîðîì ïèêñåëîâ, íàïðèìåð, ñîâñåì íå ïîõîæà íà ãëàä-
êóþ êðèâóþ, à öèôðîâîé êîíòóð, ìîæåò ïîòåðÿòü çàìêíóòîñòü ïðè èçìåíå-
íèè óâåëè÷åíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ¾öèôðîâàÿ¿ òîïîëîãèÿ çàâèñèò îò âûáîðà
ðåøåòêè. Ïîýòîìó àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé òîïîëîãèè ðàññ÷èòàíû ïðå-
æäå âñåãî íà âû÷èñëåíèå ¾ïåðñèñòåíòíûõ¿ èíâàðèàíòîâ, íå çàâèñÿùèõ îò
ðàçìåðà ïèêñåëîâ. Âïðî÷åì, èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ïàòòåðíà ñ ðàçðåøåíè-
åì ìîæíî ÷àñòî èñïîëüçîâàòü êàê äèàãíîñòè÷åñêèé èíñòðóìåíò. Ïîíÿòíî,
íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëî ñâÿçíûõ êëàñòåðîâ íà áèíàðíîì èçîáðàæåíèè çàâèñèò
îò ðàçðåøåíèÿ. Ïîäñ÷èòàåì ýòî ÷èñëî äëÿ êëåòîê ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ñ ðàçìåðîì ïèêñåëà,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåñâÿçíîñòè, íå òîëüêî ðàçëè÷íà äëÿ ðàçíûõ
ïàòòåðíîâ, íî ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíôîðìàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ
ôðàêòàëîâ è ïàòòåðíîâ ðàñïðåäåëåííîé äèíàìèêè. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè è
ìíîãèå äðóãèå èíòðèãóþùèå âåùè îñòàëèñü ¾çà êàäðîì¿. Óâû, â ëåêöèè
íå íàøëîñü ìåñòà äàæå äëÿ îñíîâíûõ ìîðôîëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ � ¾äè-
ëàòàöèè¿ è ¾ýðîçèè¿, ðåàëèçóþùèõ ¾àðèôìåòèêó Ìèíêîâñêîãî¿. Íå óäà-
ëîñü ðàññêàçàòü è î Êëåòî÷íûõ Íåéðîííûõ ñåòÿõ ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíûõ,
äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ. Îäíàêî, â êîíöå êîíöîâ íåëüçÿ æå ïûòàòüñÿ
çàòîëêàòü ñëîíà â ÷àéíèê! Ðàçóìíåé íàéòè äëÿ íåãî áîëåå äîñòîéíîå âìå-
ñòèëèùå. Âîçìîæíî öèòàòà èç Ç. Ôðåéäà, âûíåñåííàÿ â ýïèãðàô, óìåíüøèò
ñêîðáü Ðàçî÷àðîâàííîãî ×èòàòåëÿ.
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íàÿ òîïîëîãèÿ, àëãîðèòìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ,
íåéðîííûå ñåòè, ôèçèêà Ñîëíöà. Èìååò áîëåå 50 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé.
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