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ÏÐÅÄÈÑ ËÎÂÈÅ

Â ýòîé êíèãå (îíà âûõî äèò â äâóõ ÷àñòÿõ) ñîäåðæàòñÿ òåêñòû ëåêöèé,
ïðî ÷èòàííûõ íà Øêî ëå-ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå ïðîá ëåìû íåéðîèíôîð-
ì àòèêè¿,ïðî õî äèâøåé 23�25 ÿíâàðÿ 2002 ãî äà â ÌÈÔÈ â ðàìêàõ IV
Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Íåéðîèíôîð ì àòèêà�
2002¿.

Êàê è äëÿ ïåðâîé Øêî ëû [1], î ñíîâíîé öåëüþ áûëî äàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñëóøàòåëÿì î ñîâðåìåííî ì ñîñòî ÿíèè è ïåðñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ
âàæíåéøèõ íà ïðàâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåéè ïðàêòèêîé íåéðîèíôîð-
ì àòèêè,ååïðèìåíåíèÿìè, à òàêæå ñ íåêî òîðûìè ñìåæíûìè âîïðî ñàìè.
Ïðè ïî äãî òîâêå ïðîãðàììû Øêî ëû î ñîáåííî ïðèâåòñòâîâàëèñüëåêöèè,
ëåæàùèåïî î õâàòûâàåìîé òåìàòèêå ¾íà ñòûêå íàóê¿, ðàññêàçûâàþùèå
î ïðîá ëåì àõ íå òî ëüêî ñîáñòâåííî íåéðîèíôîð ì àòèêè (ò.å. ïðîá ëåì àõ,
ñâÿçàííûõ ñ íåéðîííûìè ñåòÿìè, êàê åñòåñòâåííûìè, òàê è èñêóññòâåí-
íûìè), íî è î âçàèìî äåéñòâèÿõíåéðîèíôîð ì àòèêèñ äðóãèìè îá ëàñòÿìè
ìÿãêèõ âû÷èñëåíèé (íå÷åòêèåñèñòåìû, ãåíåòè÷åñêèåè äðóãèåýâî ëþ-
öèîííûå àëãîðèòìû è ò. ï.), ñ ñèñòåìàìè, î ñíîâ àííûìè íà çíàíèÿõ, ñ
òðàäèöèîííûìè ðàçäåëàìè ì àòåìàòèêè,èíæåíåðíîé òåîðèè è ïðàêòèêè.
Ïðè ýòî ì èçëîæåíèå ì àòåðèàëà äî ëæíî áûëî ñòðîèòüñÿ ñ òàêèì ðàñ-
÷åòî ì, ÷òîáû ñîäåðæàíèåëåêöèè íå òî ëüêî áûëî áû èíòåðåñíûì äëÿ
÷ëåíîâ íåéðî ñåòåâîãî ñîîáùå ñòâà, íî è äî ñòóïíî áî ëååøèðîê îé àóäèòî-
ðèè, î ñîáåííî ñòóäåíòàì-ñòàðøåêóðñíèêàì è àñïèðàíòàì (â îïðå äåëåí-
íîé ñòåïåíè ìî äåëüþ òàêîãî ðîäà èçëîæåíèÿ ìîãóò ñëóæèòüáðîøþðû
çíàìåíèò îé ñåðèè¾Ìàòåìàòèêà,êèáåðíåòèêà¿,âûïóñêàâøåéñÿâ òå÷åíèå
30 ëåòèçäàòåëüñòâî ì ¾Çíàíèå¿).

Ïðå äëàãàåìàÿ ïî äáîðêà òåêñòîâ ëåêöèé� ýòî íå ó÷åáíèê, î õâàòûâà-
þùèé âñþ íåéðîèíôîð ì àòèêó èëè õî òÿ áû çíà÷èòåëüíóþ åå ÷àñòü.Öå-
ëüþ ëåêòîðîâ, ïðèãëàøåííûõ èç ÷èñëàâåäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ â îá ëàñòè
íåéðîèíôîð ì àòèêè è åå ïðèëî æåíèé, áûëî äàòü æèâóþ êàðòèíó ðàáî-
òû ¾íà ïåðåäíåì êðàå¿íåéðîèíôîð ì àòèêè, ðàññêàçàòü î åå âçàèìî äåé-
ñòâèèñ äðóãèìè íàó÷íî-òåõíè÷åñêèìè îá ëàñòÿìè, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî,
ïî-â îçìî æíî ñòè,íà ïðèìåðàõ ïðîá ëåì, íàèáî ëååàêòóàëüíûõ è àêòèâíî
èçó÷àåìûõ íà äàííûé ìî ìåíò .

Êàêè ïî ëîæåíî ðàáîòàì ¾ñïåðåäíåãî êðàÿ¿,êàæäàÿèçíèõ ñîäåðæèò,
õî òÿ è â ðàçíîé ñòåïåíè, ýëåìåíòû äèñêóññèîííî ñòè.Íå ñî âñåìè ïî ëî-
æåíèÿìè, âûäâèãàåìûìè àâòîðàìè, ìî æíî áåçîãîâ îðî ÷íî ñîãëàñèòüñÿ,
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íî ýòî òî ëüêî ïîâûøàåò öåííî ñòüïðåäëàãàåìûõ ì àòåðèàëîâ � îíè ñòè-
ìó ëèðóþò âîçíèêíîâ åíèå äèñêóññèè,ïîèñê àëüòåðíàòèâíûõ î òâåòîâ íà
ïî ñòàâëåííûå âîïðî ñû, àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé ñôîð ìó ëèðîâàííûõ çà-
äà÷.

Â ïðîãðàììó Øêî ëû-ñåìèíàðà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîá ëåìû íåéðîèí-
ôîð ì àòèêè¿íà êîíôåðåíöèè ¾Íåéðîèíôîð ì àòèêà�2002¿ âîøëè ëåêöèè
Â.Ã.Ðåäüêî, èãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþêîâà),Þ. È. Íå ÷àåâà,Ñ.À. Øó ìñê îãî,
Ñ.À. Òåðåõîâà è Í. Ã. Ìàê àðåíêî 1.

Îòêðûâ àëñÿ äàííûé öèêë ëåêöèåéÂ.Ã.Ðåäüêî ¾Ýâî ëþöèîííàÿ êè-
áåðíåòèêà¿.È ýòî áûëî íå ñëó÷àéíî.

Íà óêà, òåõíèêà, ìíîãèå äðóãèåîá ëàñòè÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
íåìûñëèìû áåç ñîçäàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìî äåëåé,â òî ì ÷èñëåè òàêîãî
âàæíåéøåãî èõ êëàññà, êàêìî äåëèñèìâ î ëüíûå, áàçèðóþùèå ñÿ íà î äíîé
èççíàêîâûõ ñèñòåì� ýòî è âñåâîçìî æíûå ì àòåìàòè÷åñêèåè äðóãèåôîð-
ì àëüíûå ìî äåëè,è ðàçëè÷íîãî ðîäàêî ìïüþ òåðíûå ïðîãðàììû, è òåêñòû
íà åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ,è ðàçíîîáðàçíûå êî ìáèíàöèè ýòèõýëåìåíò îâ.

Óæå ñàì à âîçìî æíî ñòüïðèìåíåíèÿ ñèìâ î ëüíûõ (â ÷àñòíîñòè,ì àòå-
ì àòè÷åñêèõ) ìî äåëåéâ åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, â òåõíèêå, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôàêò äî ñòàòî ÷íî íåòðèâèàëüíûé. Âîïðî ñ ìî æíî ïî ñòàâèòüè øè-
ðå,êàê ýòî äåëàåòñÿ â ëåêöèèÂ.Ã.Ðåäüêî: ¾Ïî ÷åìó ÷åëîâå÷åñêàÿ ëîãèêà
ïðèìåíèì à ê ïîçíàíèþ ïðèðî äû?¿

Ýòèïðîá ëåìû � âçàèìîî òíîøåíèé ì àòåìàòèêèè åñòåñòâîçíàíèÿ, ïðè-
÷èí ïðèìåíèìî ñòè ÷åëîâå÷åñêîé ëîãèêè ê ïîçíàíèþ ïðèðî äû, è âîîá-
ùå � ¾íåïî ñòèæèìîé ýôôåêòèâíî ñòè ì àòåìàòèêè â åñòåñòâåííûõ íàó-
êàõ¿(ïî èçâåñòíî ìó âûðàæåíèþ Þ äæèíàÂèãíåðà)îáñóæäàëè è ïðî äî ë-
æàþò îáñóæäàòüìíîãèå âèäíûå ó÷åíûå. Íàðÿäó ñ ðàáîòàìè Þ. Âèãíåðà,
Ì. Êëàéíà è À. Ïó àíêàðå,óïî ìèíàåìûìè â ëåêöèèÂ.Ã.Ðåäüêî, ïî ýòèì
âîïðî ñàì ìî æíî òàêæå ðåêî ìåíäîâ àòüîáðàòèòüñÿê êíèãàì [2�9].

Ñîçäàíèå òåîðåòè÷åñêèõìî äåëåéäëÿ äî ñòàòî ÷íî ñëîæíûõ îá úåêòîâ
è ïðîöå ññîâ � â âûñøåé ñòåïåíè íåïðî ñòàÿ çàäà÷à.Òðàäèöèîííûé ïóòü
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïî ëó÷åíèè òðåáóåìîé ìî äåëèñðàçó íà
çàäàííî ì óðîâíå ñëîæíî ñòè.Òî îáñòî ÿòåëüñòâî, ÷òî âíà÷àëå,÷àùå âñåãî,
ðåøàåòñÿ ñåðèÿòàê íàçûâàåìûõ ¾ìî äåëüíûõ çàäà÷¿,ñóòèäåëàíå ìåíÿ-
åò, ïî ñêî ëüêó ýòèìî äåëüíûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðî ñòî óñå÷åí-

1Ï åðâûå òðè èç ï åðå÷èñëåííûõ ëåêöèé ïóá ëèêóþòñÿ â ÷àñòè 1, à îñòàâøè åñÿ òðè �
â ÷àñòè 2 ñáîðíèêà ¾Ëåêöèè ï î í åéðî èí ôî ðì àòèêå.¿
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íûå ðàçëè÷íûì îáðàçî ì âàðèàíòû î ñíîâíîé çàäà÷è, íî êîíöåïò óàëüíî åå
¾äóõ¿âñåãäà î ñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Áàçîé äëÿ ïî äîáíîã î ðîäà ïðîöå ñ-
ñà ðåøåíèÿ ñëóæèòèçó÷åíèå ñòðî åíèÿ òðåáóåìîã î îá úåêòà (ïðîöå ññà) è
åãî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé,âçàèìî äåéñòâèÿýòèõ÷àñòåéìåæäó ñîáîé, à òàêæå
îá úåêòà â öåëîì ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé (ñì., íà ïðèìåð, [10� 12]).

Ì î æíî íå óãëóáëÿòüñÿâ èçó÷åíèå âíóòðåííåãî ñòðî åíèÿ îá úåêòà, åãî
¾ïðèðîäû¿, à ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ¾÷åðíûé ÿùèê¿, ïðî êî òîðûé èç-
âåñòíî ëèøü, êàê îí ðåàãèðóåò íà íåêèå ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ âîç-
äåéñòâèÿ,âîçìóùàþùèå è/èëèóïðàâëÿþùèå. È ìû ïî ëó÷àåì òàêèì ñïî-
ñîáî ì åùå î äíó ðàçíîâèäíî ñòüóïî ìÿíóò îãî âûøå ïî äõî äà, ïî ñêî ëüêó
ñóòüäåëàîïÿòü æå íå èçìåíèëàñü � ïî-ïðåæíåìó ìû ïûò àåìñÿ ïî ëó÷èòü
ìî äåëüîá úåêòà ñðàçó íà òðåáóåìî ì óðîâíå ñëîæíî ñòè.

Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íàóêà,à âìå ñòåñ íåé è èíæåíåðíàÿ òåîðèÿ,â
òå÷åíèå âñåéñâî åéèñòîðèè ðàçâèâàëèñüèìåííî òàêâ ïîïûòê àõïîçíàíèÿ
ìèðà è ñîçäàíèÿ èñêóññòâåííûõ îá úåêòîâ.

Íî åñòüè â ïî ñëåäíåå âðåìÿ äîâî ëüíî àêòèâíî íà÷èíàåòðàçâèâàòüñÿ
äðóãîé ïî äõî ä, â ñâîèõ êîíöåïò óàëüíûõ óñòàíîâê àõäèàìåòðàëüíî ïðî òè-
âîïî ëîæíûé ïåðâî ìó . Îí ñîñòîèò â òî ì, ÷òîáû â êà÷åñòâåèñõî äíûõ âçÿòü
íåêî òîðûå î ÷åíü ïðî ñòûåìî äåëèè äîáàâèòüê íèì ìå õàíèçìû ðàçâèòèÿ,
ïîçàèìñòâ îâàííûå ó Ïðèðî äû. Òîãäà çàäà÷à ïî ëó÷åíèÿ ìî äåëèñëîæíîé
ñèñòåìû (à â ðÿäåñëó÷àåâè ñàìîé ýòîé ñèñòåìû!) ñâî äèòñÿ ê ¾âûâåäå-
íèþ¿, ¾âûðàùèâàíèþ¿ òàêîé ìî äåëè ýâî ëþöèîííûì ïóòåì èç ìî äåëè
áî ëååïðî ñòîé ñèñòåìû (èëè ñîâîêóïíî ñòèìî äåëåéïðî ñòûõñèñòåì).

Îñíîâíî å ñîäåðæàíèåëåêöèèÂ.Ã.Ðåäüêî êàêðàçè ïî ñâÿùåíî èçëî-
æåíèþ ðÿäàî ñíîâíûõ êîíöåïöèé ýòîãî (âòîðîã î) íà ïðàâëåíèÿ è î ñíîâ-
íîé âîïðî ñ, êî òîðûì çàäàåòñÿ çäåñü àâòîð � ¾.. . íåëüçÿ ëè ïðî ìî äåëè-
ðîâàòü ýâî ëþöèþ ïîçíàâ àòåëüíûõ ñïî ñîáíî ñòåéæèâî òíûõ è ïî äîéòè ê
ìî äåëèðîâàíèþ ýâî ëþöèîííîã î âîçíèêíîâ åíèÿ èíòåëëåêòà?¿

Ýâî ëþöèîííîå íàïðàâëåíèå êàêâ ñîçäàíèè ìî äåëåéñèñòåì, òàêè ñà-
ìèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì è ìíîã îîá åùàþùèì.
Îíî î òêðûâàåòâîçìî æíî ñòüçàìåíèòü ïðîöå ññ ñîçäàíèÿ ìî äåëè ñðàçó
êàêöåëîãî ïðîöå ññîì ïî äãî òîâêè íåêî òîðîé ¾çàòðàâêè¿,íà êî òîð óþ ¾íà-
ïóñêàþòñÿ¿ìå õàíèçìû ýâî ëþöèîííîã î ðàçâèòèÿ.Òàêîé ïóòü ìî æåòîêà-
çàòüñÿïåðñïåêòèâíûì ñ òî ÷êèçðåíèÿ ïðåî äî ëåíèÿ ïðåñëîâóòîãî ¾ïîðîãà
ñëîæíî ñòè¿,âîçíèê àþùåãî ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì.
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Íåëüçÿ ñêàçàòü,÷òî äàííî ìó íà ïðàâëåíèþ ðàíüøå ñîâñåì íå óäåëÿ-
ëî ñüâíèì àíèÿ. Íà ïðî òèâ,ïðåäûñòîðèÿ åãî äîâî ëüíî áîãàòà.

Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûå âû÷èñëèòåëüíûåì àøèíû ïî ÿâèëèñüâ ñâÿçè ñ
ïî òðåáíî ñòÿìè âûïî ëíåíèÿ áî ëüøèõ îá úåìîâ âû÷èñëåíèé, íà ïðèìåð, â
áàëëèñòèêå, àâèàöèîííîé è ðàêåòíîé òåõíèêå, àòî ìíîé òåõíèêå è äð.

Íî óæåññàìîã î íà÷àëà,ïðèìåðíî ññåðåäèíû 50-õãî äîâ, ÝÂÌ ïûò à-
ëèñüèñïî ëüçîâàòüíå òî ëüêî äëÿ ïðîâ åäåíèÿ ðàñ÷åòîâ, íî è äëÿ ìî äåëè-
ðîâàíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì.Óæå òîãäàñôîð ìèðîâ àëèñüî ñíîâíûå
íà ïðàâëåíèÿ ðàáîò â ýòîé îá ëàñòè,ñóùåñòâóþùèå è â íàñòî ÿùåå âðåìÿ.

Ñðàçó æå ñôîð ìèðîâ àëî ñüäâà êîíê óðèðóþùèõ íà ïðàâëåíèÿ èññëåäî-
âàíèé, ïî ëó÷èâøèõíàèìåíîâ àíèå íèñõî äÿùåãî è âî ñõî äÿùåãî ïî äõî äîâ.

Ñòîðîííèêè íèñõî äÿùåãî ïî äõî äà ïûò àëèñüâî ñïðîèçâî äèòü(ìî äåëè-
ðîâàòü)äî ñòàòî ÷íî ñëîæíûå èíòåëëåêòóàëüíûå îïåðàöèè è âèäû äåÿòåëü-
íî ñòè(èãðû� øàøêè, øàõì àòû; äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì; ïîèñê ðåøåíèé
è ò. ï.). Ðàáîòû â ýòî ì íà ïðàâëåíèè ïðèâåëè, â ÷àñòíîñòè,ê ïî ÿâëåíèþ
ýêñïåðòíûõ ñèñòåì è, øèðå, ñèñòåì, î ñíîâ àííûõ íà çíàíèÿõ (ñì., íà ïðè-
ìåð, [14� 16])).

Èññëåäîâàòåëè,ðàáîòàâøèåâ ðàìêàõâîñõî äÿùåãî ïî äõî äà, ïûò àëèñü
èäòè î ò ïðî ñòûõ àíàëîãîâ íåðâíîé ñèñòåìû ïðèìèòèâíûõ ñóùåñòâ ñ
î ÷åíü ì àëûì ÷èñëîì íåéðîíîâ ê ñëîæíåéøåé íåðâíîé ñèñòåìå ÷åëî-
âåêà. Ýòî íà ïðàâëåíèå ïðèâåëî, â ÷àñòíîñòè, ê ïî ÿâëåíèþ îáøèðíîã î
êëàññà ìî äåëåé,èìåíó åìûõ èñêóññòâåííûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè (ñì.,
íà ïðèìåð, [15,17�20]; ñì. òàêæå ¾òåìóíî ìåðà¿ â æóðíàëå ¾Êî ìïüþ òåð-
ðà¿[21]).

Íî òîãäà æå, ïðàêòè÷åñêè î äíîâðåìåííî ñ óïî ìÿíóòûìè äâóìÿ, âîç-
íèê åùå è òðåòèéïî äõî ä ê ñîçäàíèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì, íàçûâà-
åìûé ýâî ëþöèîííûì ïðîãðàììèðîâ àíèåì . Öåëüþ åãî áûëî, êàê î òìå÷àë
À. Ã.Èâàõíåíêî â ïðåäèñëîâèèê ðóññêî ìó ïåðåâî äó êíèãè [22] (îðèãèíàë
åå áûë èçäàí â 1966 ãî äó), ¾çàìåíèòüïðîöå ññ ìî äåëèðîâàíèÿ ÷åëîâåêà
ìî äåëèðîâàíèåì ïðîöå ññà åãî ýâî ëþöèè¿.

Ðàííÿÿ èñòîðèÿ äàííîã î íà ïðàâëåíèÿ ñâÿçàíà ñ ðàáîòàìè Ë. Ôîãåëÿ
è åãî ñîòðóäíèêîâ [22] ïî ñîîáùå ñòâàì ýâî ëþöèîíèð óþùèõ êîíå ÷íûõ
àâòî ì àòîâ (â îïðå äåëåííîé ñòåïåíè ðàçâèòèåìðàáîò äàííîã î íà ïðàâëå-
íèÿ ñòàëè êíèãè [23� 25]), ðàáîòàìè 60-õ ãî äîâ Ì. Ë. Öåòëèíà ïî ìî äå-
ëÿì àâòî ì àòîâ, àäàïòèâíî ïðèñïî ñàáëèâàþùèõ ñÿ ê îêðóæàþùåé ñðåäå,
à òàêæå ðàáîòû 60�70-õ ãî äîâ Ì. Ì. Áîíãàðäà ïî àäàïòèâíî ìó ïîâ åäå-
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íèþ èñêóññòâåííûõ îðãàíèçìîâ íà ïëî ñêî ñòè,ðàçáèòîé íà êëåòêè2. Íà-
ðÿäó ñ ýòèìè ðàáîòàìè ñëåäóåò òàêæå óïî ìÿíóòü àêòèâíî å îáñóæäåíèå
ïðîá ëåìû ¾Àâòî ì àòû è æèçíü¿, ïðî õî äèâøåå â 60-å ãî äû ñ ó÷àñòèåì
òàêèõ âèäíûõ î òå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ, êàê Í. Ì. Àìî ñîâ,
È. È. Àðòîáî ëåâñêèé, Í. Âèíåð, Â. Ì. Ãëóøêîâ, À. À. Äîðî äíèöûí,
À. Ã.Èâàõíåíêî, À. Å.Êîáðèíñêèé, À. Í. Êî ëìîã îðîâ, Ó.Ð. Ýøáè è äð.
Ñïåêòð ìíåíèé ïî äàííîé ïðîá ëåìå áûë ñàìûé øèðîêèé � î ò áåçóäåðæ-
íîã î îïòèìèç ì à (¾Òî ëüêî àâòî ì àò? Íåò , ìûñëÿùåå ñóùåñòâî!¿) äî ïî ë-
íåéøåãî ïå ññèìèçì à (¾Ìàøèíà íå ìî æåò æèòü,ïëåñåíü íå ñïî ñîáíà
ìûñëèòü!¿) 3. Íåê î òîðûå ì àòåðèàëû äèñêóññèè¾Àâòî ì àòû è æèçíü¿(ñòà-
òüèè äîêëàäû ðàçíûõ ëåò)ñîäåðæàòñÿ â ñáîðíèê å [30].

Â òî ò æå ïåðèî ä âðåìåíè íà÷àëèñüèññëåäîâàíèÿ ïî òàêîé ñëîæíåé-
øåé ïðîá ëåìå, êàêñàìîâ îñïðîèçâ î äÿùèåñÿèñêóññòâåííûåñèñòåìû ; î ä-
íèìè èç ïåðâûõ çäåñüáûëè ðàáîòû Äæ.ôîí Íåéì àíà ïî ñàìîâ î ñïðîèç-
âî äÿùèìñÿ àâòî ì àòàì [31].

Èäåéíî áëèçêèê ïåðå÷èñëåííûì ðàáîòàì è áûñòðî ðàçâèâàþùèå ñÿ
ñåé÷àñíà ïðàâëåíèÿ � ãåíåòè÷åñêèåàëãîðèòìû, ãåíåòè÷åñêî åïðîãðàììè-
ðîâàíèå, ýâî ëþöèîííûå âû÷èñëåíèÿ [26�29].

Èäåè è ìåòî äû ýâî ëþöèîííîã î ìî äåëèðîâàíèÿ àêòèâíî èñïî ëüçîâà-
ëèñüâ âîçíèêøåì â êîíöå 80-õãî äîâ èíòåðåñíåéøåì íà ïðàâëåíèè, èìå-
íó åìî ì ¾Èñêóññòâåííàÿ æèçíü¿(Arti�cial Life, èëè ïðî ñòî ALife), î ñíîâ-
íûå ýëåìåíòû êî òîðîã î òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ëåêöèèÂ.Ã.Ðåäüêî.

Îáñ óæäåíèåðÿäàýëåìåíò îâ ALife åñòüâòåìàòè÷åñêî ì ðàçäåëå(¾òåìå
íî ìåðà¿) æóðíàëà ¾Êî ìïüþ òåððà¿[32]. Â î äíîé èç ñòàòåéýòîãî íî ìåðà
ðàññêàçûâàåòñÿ îá ýâî ëþöèîííî ì ïðîöå ññå, ðåàëèçîâàííî ì àïïàðà òíî �
íà óðîâíå ýëåêòðîííûõ ìèêðî ñõåì. Çäåñüæå ñîäåðæèòñÿöåëûé ðÿäññû-
ëîê ïî òåìå ALife íà ðåñóðñû Èíòåðíåò.

Â ëåêöèè Â.Ã.Ðåäüêî ïðèâî äèòñÿ öåëûé ðÿä ïðèìåðîâ ìî äåëüíîé
ðåàëèçàöèèèäåéALife íà ïðîãðàììíî ì èëè àïïàðà òíî ì óðîâíå. Ñïèñîê
ýòî ò, ðàçóìååòñÿ, íå ìî æåòïðåòåíäîâ àòüíà èñ÷åðïûâàþùóþ ïî ëíî òó.

Õî òåëîñüáû îáðàòèòüâíèì àíèå ÷èòàòåëåéíà î äèí äî ñòàòî ÷íî ïîê à-
çàòåëüíûé ïðèìåð, íå âîøå äøèé â ýòî ò ñïèñîê.

2Ññûëêè í à ðàáîòû Ì. Ë. Öåòëèí à è Ì. Ì. Áî íãàðäà ì î æí î í àéòè â ëåêöèè
Â. Ã. Ðåäüêî è ñïè ñêå ëèòåðàòóðû ê í åé.

3Çàãîëî âêè ðàçäåëî â â ñáîðíèê å [30].
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Ðå÷üèäåòî ðàáîòàõ Ìàðê à Òèëäåíà (Mark W. Tilden) èç Ëî ñ-Àëàìî ñ-
ñêîé íàöèîíà ëüíîé ëàáîðàòîðèè ÑØÀ (Los AlamosNationalLaboratory)
ïî íà ïðàâëåíèþ, êî òîðî å îí íàçûâàåò¾Æèâûåì àøèíû¿. Ðóññêèéïåðå-
âî ä (â ñîêðàùåíèè) î äíîé èçñòàòåéÌ. Òèëäåíà (ñîâìå ñòíî ñÁ.Õàññëàõå-
ðî ì) áûë îïó áëèêîâàí â æóðíàëå¾Ïðèðî äà¿[33].

Ì. Òèëäåí ñ ñîòðóäíèêàìè ïî ñòðîèëè îêî ëî ñîòíè äåéñòâóþùèõ îá-
ðàçöîâ ¾áèîìîðôíûõ ì àøèí¿ (¾áèîìîðôîâ¿, èëè ¾æèçíåïîäîáíûõ¿),
ãëàâíàÿçàäà÷àêî òîðûõ � ïðåî äî ëåâàòüíå çíàêî ìûå ñëîæíûå ëàíäøàôòû
â ïîèñê àõ ¾ïèùè¿. Óïðàâëÿþùåå ÿäðî ýòèõì àøèí ïðåäñòàâëÿåòñîáîé
àíàëîãîâóþ íåéðî ñåòüî ñöèëëÿòîðíîã î òèïà ñ î ÷åíü íåáî ëüøèì ÷èñëîì
íåéðîíîâ â íåé (êàê ïðàâèëî, ìåíåå äåñÿòêà). Ýòè ì àøèíû ïðî äåìîí-
ñòðèðîâàëè î ÷åíü âûñîêóþ ïðèñïî ñàáëèâàåìî ñòüê ìåíÿþùåìóñÿ ðåëüå-
ôó ìå ñòíî ñòè.

Êðî ìå ñòàòüè[33], èíôîð ì àöèþ î ðàáîòàõ Ì. Òèëäåíà ìî æíî íàéòè
ïî àäðåñàì Èíòåðíåò, ïåðå÷èñëåííûì ïî ä íî ìåðî ì [34] â ñïèñêå ëèòå-
ðàòóðû â êîíöå ïðåäèñëîâèÿ. Ñðåäè ýòèõðåñóðñîâ ìî æíî íàéòè ïàòåíò
Ì. Òèëäåíà íà íåéðî ñåòü,èñïî ëüçóåìóþ èì â áèî ìîðôíûõ ì àøèíàõ.

Ïåðå ñêàçûâàòü ñîäåðæàíèåýòîé ìíîã îïëàíîâ îé è èíòåðåñíîé ëåê-
öèè çäåñü íåò íèê àêîé íåîá õî äèìî ñòè,óêàæåì ëèøü ðÿä äîïî ëíèòåëü-
íûõ èñòî ÷íèêîâ, ñ ïî ìîùüþ êî òîðûõ ìî æíî áî ëååãëóáîêî ïðîðàáî òàòü
çàòðîíóòûå â ëåêöèèâîïðî ñû.

Ðàçëè÷íûåàñïåêòû çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿæèçíè íà Çåìëå, îáùèå
çàêîíû ôóíêöèîíèðîâ àíèÿ æèâîãî î ñâåùàþ òñÿ â êíèãàõ [35� 43]. Ïðèí-
öèïû áèîëîãè÷åñêîé ýâî ëþöèè, ååìå õàíèçìû è ìî äåëèðàññìàòðèâàþò-
ñÿâ êíèãàõ[44� 69]. Îá ýâî ëþöèîííî ì âîçíèêíîâ åíèè èíòåëëåêòà ìî æíî
ïðî ÷èòàòüâ êíèãàõ [70,71], îá îðãàíèçàöèè ïñèõèêè ÷åëîâåêà, ïðîèñ õî-
æäåíèè, ôîð ìèðîâ àíèè è ðàçâèòèèâûñøèõ ïî òðåáíî ñòåéïîçíàíèÿ � â
êíèãàõ[72,73]. Ïîïûòê àìûñëåííî ïðåäñòàâèòüýâî ëþöèîííî åâîçíèêíî-
âåíèå èåðàðõèèáèîëîãè÷åñêèõñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñäåëàíàâ ïðåêðàñíîé
êíèãå Â.Ô. Òóð÷èíà [13].

Îáùàÿ ñõåì à àäàïòèâíîã î ïîâ åäåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ Â.Ã.Ðåäüêî,
î ñíîâûâ àåòñÿíà ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìå , ðàçðàáîòàííîé ñîâåòñêèì íåé-
ðîôèçèî ëîãî ì Ï. Ê.Àíî õèíûì [74]. Ôóíêöèîíà ëüíàÿ ñèñòåìàõàðàêòåðè-
çóåòòàêèåñâîéñòâà ñõåìû óïðàâëåíèÿ ïîâ åäåíèåì, êàê öåëåíàïðàâëåí-
íî ñòü,ìî òèâàöèþ äëÿ ôîð ìèðîâ àíèÿ öåëè,äî ìèíàíò ó ïî À. À. Óõòî ìñ-
êîìó äëÿìîáèëèçàöèè ðåñóðñîâ æèâî òíîã î íà äî ñòèæåíèå ïðèîðèòåòíîé
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öåëè(â òî ì ÷èñëåè ìîáèëèçàöèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ ðåñóðñîâ � êîíöåí-
òðàöèþ âíèì àíèÿ), à òàêæå ðÿä äðóãèõ.

Êàê ïîê àçàíî â ëåêöèèèãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþê î âà) ¾Ì î äåëüâíè-
ì àíèÿ è ïàìÿòè, î ñíîâ àííàÿ íà ïðèíöèïå äî ìèíàíòû¿, âàæíåéøàÿ ðî ëü
â ýòî ì ïåðå÷íå ñâîéñòâ ïðèíàäëåæèòäî ìèíàíòå.

Â ëåêöèèîïèñ àíû øåñòü îñíîâíûõ ïðî áëåì âíèìàíèÿ : ïðîá ëåì à ñå-
ëåêòèâíî ñòè ñòèìóëîâ (ïî ÷åìó èç íå ñêî ëüêèõ î äíîâðåìåííî ïðåäúÿâ-
ëåííûõ ñòèìóëîâ î äíè ïðèâëåêàþò âíèì àíèå è ïî ëó÷àþò òàêèì îáðàçî ì
äî ñòóï ê âûñøåé ñåíñîðíîé îáðàáî òêå, à äðóãèåíå ïî ëó÷àþò?);ïðîá ëå-
ì à äî ëãîâðåìåííîé ïàìÿòè (êàêîâ ìå õàíèçì âçàèìî äåéñòâèÿâíèì àíèÿ è
äî ëãîâðåìåííîé ïàìÿòè?); ïðîá ëåì à èíòåãðàöèè(êàê è ãäå ïðîèñ õî äèò
ðåêîíñò ðóêöèÿ èíòåãðàëüíîã î îáðàçà äëÿ ñòèìóëîâ, îáðàáàòûâàâøèõñÿ
ïàðàëëåëüíî?); ïðîá ëåì à èíåðöèè (êàêîâà î ñíîâ à ñîõðàíåíèÿ äëèòåëüíî-
ãî âíèì àíèÿ â ñëó÷àÿõ,êîãäàñòèìóëû ïðåäúÿâëÿþòñÿêðàòêîâðåìåííî?);
ïðîá ëåì à òîð ìî æåíèÿ è ïî äàâëåíèÿ ïî ìå õ (÷òî ïðîèñ õî äèò ñî ñòèìóëà-
ìè, êî òîðûì íå îêàçûâàåòñÿ âíèì àíèÿ?); ïðîá ëåì à Öåíòðàëüíîã î Óïðà-
âèòåëÿ(ñóùåñòâóåòëè î òäåëüíàÿñòðóêòóðàäëÿ êîîð äèíàöèè ïðîöå ññîâ
âíèì àíèÿ è ïàìÿòè èëè æå çäåñü ðàáîòàþò ïðîöå ññû ñàìîîðãàíèçàöèè
íîâ îé êîðû?).

Â ëåêöèèïîê àçàíî, ÷òî íà î ñíîâ å ïðèíöèïà äî ìèíàíòû À.À.Óõòî ì-
ñêîãî óäàåòñÿíàéòè î òâåòû íà âñå øåñòüïåðå÷èñëåííûõ âûøå âîïðî ñîâ.
Ïîê àçàíî, ÷òî â î ñíîâ å ó÷åíèÿ î äî ìèíàíòå ëåæèòôèçè÷åñêî å ÿâëåíèå
ôàçîâûõ ïåðåõî äîâ, à òàêæå òðàêòîâêà íåéðîííîé ñåòèêàêñèñòåìû ñâÿ-
çàííûõ íåëèíåéíûõ î ñöèëëÿòîðîâ. Ïðèâ î äÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
íåðàâíîâ åñíûå ôàçîâûå ïåðåõî äû äåéñòâèòåëüíîïðîèñ õî äÿòâ ìîçã å.

Íåéðîôèçèî ëîãè÷åñêèéì àòåðèàë, íåîá õî äèìûé äëÿïîíèì àíèÿ ì àòå-
ðèàëàëåêöèèèãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþêîâà),ìî æíî ïî ÷åðïíóòü, íà ïðèìåð,
â îáùåì êóðñåáèîëîãèè [39], àòàêæåâ êíèãàõ[75,76]. Îá èññëåäîâàíèÿõ
ìîçãà ãîâ îðèòñÿâ êíèãàõ[77,78]. Î ñâÿçÿõâûñøåé íåðâíîé äåÿòåëüíîñòè
ñ ïñèõî ëîãèåéðàññêàçûâàåòñÿâ êíèãå [79], çäåñüðàññìàòðèâàåòñÿè ðî ëü
äî ìèíàíòû À. À. Óõòî ìñê îãî äëÿ ïîíèì àíèÿ ïðîöå ññîâ âûñøåé íåðâíîé
äåÿòåëüíîñòè.

Íà âàæíî ñòüè ïåðñïåêòèâíî ñòüèñïî ëüçîâàíèÿ â îáðàáî òêåèíôîð ì à-
öèè êî ëåáàòåëüíûõ ìî äåëåé, âêëþ÷àÿè êî ëåáàòåëüíûå (î ñöèëëÿòîðíûå)
íåéðîííûå ñåòè,àâòîð äàííîé ëåêöèèîáðàùàë âíèì àíèå íåéðî ñåòåâî-
ãî ñîîáùå ñòâà â õî äå ¾Äèñêóññèèî íåéðîê î ìïüþ òåðàõ¿,ñîñòî ÿâøåéñÿ
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â ðàìêàõ êîíôåðåíöèè ¾Íåéðîèíôîð ì àòèêà�99¿ (ñì. [80], ñ.29�33, âû-
ñòóïëåíèå Â.È. Êðþêîâà). Èì óòâåðæäàëî ñü,â ÷àñòíîñòè,÷òî ¾.. . ì àòå-
ðèàëüíûì íî ñèòåëåì áèîëîãè÷åñêîé ïàìÿòè, åñëè òàêîâ îé ñóùåñòâóåò,
ÿâëÿåòñÿ íå ñèíàïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à ñêîðåå öåëîñòíàÿ íåðâíàÿ òêàíü,
êàêýòî ïðåäñêàçûâàåòñÿ,èñõî äÿ èç ïðèíöèïà äî ìèíàíòû¿.

Òîãî æå ìíåíèÿ î çíà÷èìî ñòèêî ëåáàòåëüíûõ íåéðîííûõ ñåòåéïðè-
äåðæèâàåòñÿ è Ð. Ì. Áîðèñþê, êî òîðûé íà òîé æå ñàìîé äèñêóññèèâ î ò-
âåòåíà âîïðî ñû î íàèáî ëååçíà÷èòåëüíûõ äî ñòèæåíèÿõ â òåîðèè íåé-
ðîííûõ ñåòåéè â ïîíèì àíèè ðàáîòû ìîçãà, ïî ëó÷åííûõ â òå÷åíèå 90-
õ ãî äîâ (ñì. [80], ñ.13�16) î òìåòèë: ¾Îäíèì èç î ñíîâíûõ äî ñòèæåíèé
ìî æíî ñ÷èòàòü ñîçäàíèå òåîðèè î ñöèëëÿòîðíûõ íåéðîííûõ ñåòåéè äå-
ìîíñò ðàöèþ òîãî, ÷òî ïðèíöèï ñèíõðîíèçàöèè íåéðîííîé àêòèâíî ñòè
ÿâëÿåòñÿâàæíûì ïðèíöèïî ì îáðàáî òêèèíôîð ì àöèèâ ñòðóêòóðàõìîçãà.
Äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà ýòîé òåîðèè, èìåþùåé ãëóáîêèå êîðíè â ðàáîòàõ
âûäàþùåãî ñÿ ôèçèî ëîãà À. À. Óõòî ìñê îãî, áûëà íà÷àòà â íàøåé ñòðàíå
Â.È. Êðþêîâûì, à íà Çàïàäå â ðàáîòàõÊ.ôîí-äåð Ìà ëüñáóðãà(Christoph
von derMalsburg). Äàëüíåéøåå ðàçâèòèåòåîðèè ïîê àçàëî, ÷òî íà î ñíîâ å
ïðèíöèïà ñèíõðîíèçàöèè ìî æíî ðåøàòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ,
çàïî ìèíàíèÿ èíôîð ì àöèè,èíòåãðàöèèïðèçíàêîâ îá úåêòà â öåëüíûé îá-
ðàç,ôîð ìèðîâ àíèÿ è óïðàâëåíèÿ ôîê óñîì âíèì àíèÿ è äð.¿.

Âîïðî ñàì, ñâÿçàííûì ñ î ñöèëëÿòîðíûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè, ïî-
ñòî ÿííî óäåëÿëîñü âíèì àíèå è íà êîíôåðåíöèÿõ ¾Íåéðîèíôîð ì àòèêà¿
(ñì. [81� 87]).

Çäåñüóìå ñòíî áóäåòî òìåòèòü,÷òî ðàáîòû Ì. Òèëäåíà ïî ¾æèâûìì à-
øèíàì¿, óïî ìèíàâøèå ñÿ âûøå, òàêæå î ñíîâûâ àþòñÿ íà èñïî ëüçîâàíèè
î ñöèëëÿòîðíûõ íåéðîííûõ ñåòåé.

Â ëåêöèèèãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþêîâà) â ïðî òèâîâåñ òðàäèöèîííîé
êîííåêöèîíèñò ñêîé àðõèòåêòóðå íåéðî ñåòåâûõñèñòåì ïðåäëàãàåòñÿ äî-
ìèíàíòíàÿ àðõèòåêòóðà îáðàáî òêè èíôîð ì àöèè â ìîçã å. Êðî ìå òîãî, â
íåé ñòàâèòñÿâîïðî ñ î íåóäîâëåòâîðèòåëüíî ñòèñóùåñòâóþùåé êîíöåïò ó-
àëüíîé áàçû (ïàðàäèãìû 4) íåéðîèíôîð ì àòèêèè äåëàåòñÿ âûâî ä î íåîá-
õî äèìî ñòè ñìåíû ýòîé ïàðàäèãìû: ¾Ïî ÷òè âñå òåîðåòèêèìîçãà èùóò

4Êî íö åïö èÿ ïà ðàäèãì û â í àóêå áûëà ñôî ðì óëèðî âàí à Òî ì àñî ì Êóí î ì â í à÷àëå 60-õ
ãîäî â: ¾.. . Ï î ä ï àðàäèãì àìè ÿ ï î äðàçóì åâàþ ï ðèçí àííû å âñåìè í àó÷íû å äîñòèæåíèÿ,
êîòî ðûå â òå÷åíè å î ï ðåäåëåíí î ãî âðåì åíè äàþò í àó÷í î ì ó ñîîá ù åñòâó ì î äåëü ï îñòà-
í î âêè ï ðîáëåì è èõ ðåø åíèé (ñì. [88], ñ.11)¿. Ñì åí à î äí î é ï àðàäèãìû í à äðóãóþ
òðàêòóåòñÿ Ò.Êóí î ì êàê íàó÷ íàÿ ðåâî ëþö èÿ.
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íå èñòèíó, à ïî äòâåðæäåíèÿõåááîâñêîé ïðîãðàììû, ïðèíÿâ ãèïî òåçó çà
íå çûáëåìûé ôàêò. À èñòèíà ëåæèòñîâñåì â äðóãî ì ìå ñòå� â ó÷åíèè
À. À. Óõòî ìñê îãî î äî ìèíàíòå¿.

Â ëåêöèèÂ.Ã.Ðåäüêî î òìå÷àåòñÿ, ÷òî óäèâèòåëüíàÿýôôåêòèâíî ñòü
ôóíêöèîíèðîâ àíèÿ æèâûõîðãàíèçìîâ, ãàðìîíè÷íî ñòüè ñîãëàñîâàííî ñòü
ðàáîòû îðãàíîâ (¾êî ìïîíåíò¿) æèâûõñóùåñòâîá åñïå÷èâàåòñÿ áèîëîãè-
÷åñêèìè óïðàâëÿþùèìè ñèñòåìàìè. Îòíî ñèòåëüíî ýòèõ ñèñòåì âîçíè-
êàåòöåëûé ðÿä âîïðî ñîâ, â òî ì ÷èñëåè òàêîé âàæíåéøèé, êàê ïóòè
âîçíèêíîâ åíèÿ èíòåëëåêòà.

Äðóãîé àñïåêò ýòîé æå ïðîá ëåìû ðàññìàòðèâàëñÿ â ëåêöèèèãóìåíà
Ôåîôàíà (Êðþêîâà), ãäå ïîê àçàíî, êàê íà î ñíîâ å ïðèíöèïà äî ìèíàíòû
À. À. Óõòî ìñê îãî ìî æíî àäåêâàòíî ìî äåëèðîâàòüòàêèå,íå ìåíåå âàæíûå,
ñâîéñòâà æèâûõñóùåñòâ,êàêïàìÿòü è âíèì àíèå.

Íî âåäüóïðàâëÿþùèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿíå òî ëüêî â æèâûõñèñòå-
ì àõ,íî è â ñèñòåìàõ,ñîçäàâàåìûõ ÷åëîâåêî ì, îíè ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèì
ýëåìåíò î ì, îïðå äåëÿþùèì â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óðîâåíü âîçìî æíî ñòåé
òîé èëè èíîé ñèñòåìû.

ËåêöèÿÞ. È. Íå ÷àåâà¾Íåéðî ñåòåâûåòåõíî ëîãèè â áîðòîâûõ èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ ñèñòåìàõ ðåàëüíîã î âðåìåíè¿ ïî ñâÿùåíà âîïðî ñàì ñîçäà-
íèÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì èìåííî òàêîãî ðîäà,à òàêæå ñèñòåì àíàëèçàè
èíòåðïðåòàöèè èçìåðèòåëüíîé èíôîð ì àöèè î ïîâ åäåíèè äèíàìè÷å ñêîãî
îá úåêòà.

Ýòà ëåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé î äèí èç ïðèìåðîâ òîãî ìåæäèñöè-
ïëèíàðíîã î ïî äõî äà,÷òî óïî ìèíà ëñÿâûøå êàêâåñüìà æåëàòåëüíûé äëÿ
Øêî ëû-ñåìèíàðà.

Ïðå äìåòî ì ðàññìî òðåíèÿ â ëåêöèèÞ. È. Íå ÷àåâà ÿâëÿþòñÿ áîð òî-
âûå èíòå ëëåêò óàëüíûå ñèñòåìû , îá åñïå÷èâàþùèå óïðàâëåíèå äèíàìè-
÷åñêèì îá úåêòî ì, èäåíòèôèêàöèþ ýêñòðåì àëüíûõ ñèòóàöèé, îöåíê ó ïà-
ðàìåòðîâ äèíàìè÷å ñêîãî îá úåêòà è âíåøíåé ñðåäû.

Ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì öåëîãî ðÿäàíîâûõ ïî äõî äîâ,
â ÷èñëî êî òîðûõ âõî äÿò: ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèíàìè÷å ñêèõ
ìî äåëåéíà î ñíîâ å òåîðèè õàîòè÷åñêèõñèñòåì è ïðèíöèïîâ ñàìîîðãàíè-
çàöèè; íåéðî ñåòåâûåòåõíî ëîãèè; ìåòî äû ïî ñòðî åíèÿ ñèñòåì, î ñíîâ àí-
íûõ íà çíàíèÿõ; ìåòî äû íå÷åòêîé (ðàçìûò îé) ëîãèêè è íå÷åòêèõñèñòåì;
ìåòî äû òåîðèè âîçìî æíî ñòåé;ýâî ëþöèîííî å ìî äåëèðîâàíèå (ãåíåòè÷å-
ñêèåàëãîðèòìû è ò. ï.); ðàçëè÷íûåêî ìáèíèðîâ àííûå òåõíî ëîãèè (íåéðî-
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íå÷åòêèå,íåéðî-ãåíåòè÷åñêèåè ò.ä.).
Öåëåñîîáðàçíî ñòüïðèìåíåíèÿ ýòîé ñîâîêóïíî ñòèìåòî äîâ è ñðåäñòâ,

âçàèìî äåéñòâèåèõ ìåæäó ñîáîé, ïî ñëåäîâàòåëüíî äåìîíñò ðèðóåòñÿ íà
êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ çàäà÷äëÿäèíàìè÷å ñêèõîá úåêòîâ, òàêèõêàêóïðàâ-
ëåíèå äâèæåíèåì ïî äâî äíîã î àïïàðà òà, èäåíòèôèêàöèÿ ýêñòðåì àëüíûõ
ñèòóàöèé äëÿ ïëàâó÷èõ äèíàìè÷å ñêèõ îá úåêòîâ, îöåíê à äèíàìè÷å ñêèõ
õàðàêòåðèñòèêîá úåêòà è âíåøíåé ñðåäû, ñîçäàíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ
íåéðî ñåòåâûõäàò÷èêîâ.

Â ëåêöèèÞ. È. Íå ÷àåâà ïîê àçàíî, ÷òî ñëîæíî ñòè,ïðèñóùèå òðàäèöè-
îííûì ïî äõî äàì ê ñîçäàíèþ áîðòîâûõ èçìåðèòåëüíûõ è óïðàâëÿþùèõ
ñèñòåì, ìîãóò áûòü â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðåî äî ëåíû, åñëè âî ñïî ëüçî-
âàòüñÿòåõíî ëîãèÿìè ìÿãêèõ âû÷èñëåíèé (âêëþ÷àÿíåéðî ñåòè,íå÷åòêèå
ñèñòåìû, ãåíåòè÷åñêèåàëãîðèòìû è ò.ï.). Ðàöèîíàëüíî å èñïî ëüçîâàíèå
ýòèõòåõíî ëîãèé ïîçâ î ëÿåòîá åñïå÷èòüèçìåðèòåëüíûì è óïðàâëÿþùèì
ñèñòåìàì ãèáêî ñòüè ñïî ñîáíî ñòüàäàïòèðîâ àòüñÿê èçìåíÿþùèìñÿ óñëî-
âèÿì âíåøíåé è âíóòðåííåé ñðåäû äèíàìè÷å ñêîãî îá úåêòà.

Äîïî ëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî çàòðîíóòûì â ëåêöèèÞ. È. Íå ÷àåâà âî-
ïðî ñàì ìî æíî ïî ëó÷èòüâ ñëåäóþùèõ êíèãàõ: ïî íåëèíåéíîé äèíàìèê å,
õàîòè÷åñêèì ñèñòåìàì, ñàìîîðãàíèçàöèè � â [90� 103] (ñì. òàêæå æóðíàë
¾Êî ìïüþ òåððà¿[89] ñ òåìîé íî ìåðà ¾Õàîñ¿); ïî ñèñòåìàì, î ñíîâ àí-
íûì íà çíàíèÿõ � â [14� 16]; ïî íå÷åòêîé ëîãèêà, íå÷åòêèì ñèñòåìàì �
â [104�113] (ñì. òàêæå æóðíàë ¾Êî ìïüþ òåððà¿[114] ñ òåìîé íî ìåðà
¾Íå÷åòêàÿ ëîãèêà¿); òåîðèÿ âîçìî æíî ñòåé� â [115�117]; ïî íåéðî ñåòå-
âûì òåõíî ëîãèÿì � â [15,17�21]; ïî ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòì àì, ýâî ëþöè-
îííî ìó ìî äåëèðîâàíèþ � â [22�28]; ïî ñìåøàííûì òåõíî ëîãèÿì ìÿãêèõ
âû÷èñëåíèé� â [28,29]; ïî èíôîð ì àöèîííîé îáðàáî òêå è óïðàâëåíèþ
íà î ñíîâ å òåõíî ëîãèé ìÿãêèõ âû÷èñëåíèé� â [118�126]. Çíà÷èòåëüíîå
÷èñëî ïðîãðàìì è ïó áëèêàöèé ïî òàêèì òåìàì, êàê èñêóññòâåííûå íåé-
ðîííûå ñåòè, íå÷åòêèåñèñòåìû, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, à òàêæå èõ
ïðèìåíåíèÿì ìî æíî íàéòè ÷åðåç ïîð òàë íàó÷íûõ âû÷èñëåíèé,àäðåñ êî-
òîðîã î ñîäåðæèòñÿ â ïîçèöèè [127] ñïèñêà ëèòåðàòóðû ê ïðåäèñëîâèþ.

Â íà÷àëå äàííîã î ïðåäèñëîâèÿ áûëî ñêàçàíî î äâóõ äèàìåòðàëüíî
ïðî òèâîïî ëîæíûõ ïî äõî äàõê ïî ñòðî åíèþ ìî äåëåéñèñòåì� òðàäèöèîí-
íî ì è ýâî ëþöèîííî ì. Ýòè äâà ïî äõî äà âîâñå íå èñêëþ÷àþò, à ñêîðåå
äîïî ëíÿþ ò äðóãäðóãà.
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Ïðèìåðàìè, î ñíîâ àííûìè íà òðàäèöèîííî ì ïî äõî äåÿâëÿþòñÿè ëåê-
öèÿ èãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþêîâà), è ëåêöèÿÞ. È. Íå ÷àåâà. À èìåííî, â
ëåêöèèèãóìåíà Ôåîôàíà (Êðþêîâà) èñïî ëüçóåòñÿ ïî äõî ä, òèïè÷íûé äëÿ
íàóêè:èçó÷åíèåîá úåêòà,åãî î ñîáåííî ñòåéè ò. ï. Â ëåêöèèÞ. È. Íå ÷àåâà
íàðÿäó ñ äàííûì âàðèàíòî ì øèðîê î ïðèìåíÿåò ñÿè ïî äõî ä òèïà ¾÷åðíûé
ÿùèê¿, ðåàëèçóþùèéñÿ â èñêóññòâåííûõ íåéðî ñåòÿõ (íî çäåñü øèðîê î
èñïî ëüçóþòñÿ è îáû÷íûå ì àòåìàòè÷åñêèåìî äåëè äâèæåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ îá úåêòîâ, çàïèñàííûå â âèäå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé).

Åùå äàëüøå èäåòÑ.À. Øó ìñêèé â ñâî åé ëåêöèè¾Áàéåñîâà ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿîáó÷åíèÿ¿.Â íåé ðå÷üèäåòî ñèñòåìåòèïà ¾÷åðíûéÿùèê¿, äëÿ
êî òîðîé åñòüòî ëüêî íåêèå îïèñûâ àþùèå ååýìïèðè÷å ñêèåäàííûå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿçàäà÷àìàøèííîãî î áó÷åíèÿ, öåëüðåøåíèÿ êî òîðîé �
âûÿâëåíèå çàêîíî ìåðíî ñòåéâ ýìïèðè÷å ñêèõäàííûõ.

Êàêî òìå÷àåòÑ.À. Øó ìñêèé: ¾Âïðî òèâîïî ëîæíî ñòüì àòåìàòè÷åñêî-
ìó ìî äåëèðîâàíèþ, èçó÷àþùåìó ñëåäñòâèÿèç èçâåñòíûõ çàêîíîâ, ì à-
øèííî å îáó÷åíèå ñòðåìèòñÿ âî ññîçäàòü ïðè÷èíû, íàáëþäàÿ ïîðî æäåí-
íûå èìè ñëåäñòâèÿ� ýìïèðè÷å ñêèåäàííûå¿.

Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à î òíî ñèòñÿ ê êëàññó îá-
ðàòíûõ çàäà÷, êî òîðûå â îáùåì ñëó÷àåÿâëÿþòñÿ ïëî õî îïðå äåëåííûìè
èëè íåêîððåêòíûìè. Âñëåäñòâèåïîâûøåííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòèíåêî òî-
ðûõ èç ðåøåíèé òàêèõçàäà÷ ê äàííûì, äëÿ íàõî æäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðå-
øåíèé ïðèõî äèòñÿ ïðèìåíÿòü ïðîöå äóðó òàêíàçûâàåìîé ðåãóëÿðèçàöèè,
êî òîðàÿ ïðèâî äèòê îãðàíè÷åíèþ êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Ïðè ýòî ì íàäî, ñ î äíîé ñòîðîíû, íå ïî òåðÿòü÷óâñòâèòåëüíîñòüê äàí-
íûì, ÷òîáû î ñòàâàëàñüâîçìî æíî ñòüîá úÿñíåíèÿ âñåõ èìåþùèõ ñÿôàêòîâ,
à ñ äðóãîé � íå ïåðåóñëîæíèòü ìî äåëüòàê, ÷òî îíà ñòàíåò ðåàãèðîâàòü
íå òî ëüêî íà òðåáóåìóþ çàêîíî ìåðíî ñòü,íî è íà ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ â
îáó÷àþùåé âûáîðêå. Èëè, êàê çàìå÷àåòÑ.À. Øó ìñêèé, ¾ïðîéòè ìåæäó
Ñöèëëîé ïåðåóïðîùåíèÿ è Õàðèáäîé ïåðåóñëîæíåíèÿ¿.

Â ëåêöèèÑ.À. Øó ìñê îãî ïî äðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿî äèí èçíàèáî ëåå
ýôôåêòèâíûõ ñïî ñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîá ëåìû � áàéåñîâà ðåãóëÿðèçà-
öèÿ, î ñíîâ àííàÿ íå íà îöåíê å î æèäàåìîé îøèáêè, êàêýòî ïðèíÿò î â òðà-
äèöèîííûõ ìåòî äàõ ì àòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè,à íà âûáîðå íàèáî ëåå
ïðàâäîïî äîáíîé (ñ ó÷åòî ì èìåþùèõ ñÿ äàííûõ) ìî äåëè.
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Èëëþñòðèðóåòñÿ äàííûé ïî äõî ä íà çàäà÷àõ îöåíêè ïàðàìåòðîâ, èí-
òåðïî ëÿöèè ôóíêöèé è êëàñòåðèçàöèè;î äíà èç ïðàêòè÷åñêèèíòåðåñíûõ
çàäà÷ çäåñü� îïðå äåëåíèå ðàöèîíà ëüíîã î ÷èñëàýëåìåíò îâ â ñêðûòî ì
ñëîå èñêóññòâåííîé íåéðî ñåòè.

Ïî òåìå ëåêöèè Ñ.À. Øó ìñê îãî ìî æíî ðåêî ìåíäîâ àòü ñëåäóþùóþ
äîïî ëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó: íåêîððåêòíûå çàäà÷è è ðåãóëÿðèçàöèÿ�
[128,129]; òðàäèöèîííàÿ ì àòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà� [130�133]; áàéå-
ñîâñêèéïî äõî ä [134] (çäåñüóïðàâëåíèå òðàêòóåòñÿêàêïðîöå ññîáó÷åíèÿ,
ïî äðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåì à Áàéåñà è ååïðèìåíåíèå).

Åñòüçàäà÷è, îíè î ñîáåííî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðÿäå îá ëàñòåé÷èñ-
ëåííîã î àíàëèçà è îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êî òîðûõ åñòü,êàçàëî ñü
áû, âñå íåîá õî äèìî å� òåîðåòè÷åñêàÿ áàçà,àëãîðèòìû, äàæå êî ìïüþ òåð-
íûå ïðîãðàììû. Íî òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå ïî ÷òè êàæäîé òàêîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ¾øòó÷íóþ ðàáîòó¿,â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèðàþ-
ùóþñÿ íà ðàíåå ïî ëó÷åííûé îïûò ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ èìåííî òàêîãî ðîäà çàäà÷è äåìîíñò ðèðóåòñÿ â ëåê-
öèè Ñ.À. Òåðåõî âà ¾Íåéðî ñåòåâûåàïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòèðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíî ñòèâ çàäà÷àõèíôîð ì àöèîííîã î ìî äåëèðîâàíèÿ¿. Çäåñü,
êàêè â ëåêöèèÑ.À. Øó ìñê îãî, èçó÷àåòñÿ ïðîá ëåì à ïî ñòðî åíèÿ ýìïèðè-
÷åñêèõìî äåëåéíà î ñíîâ å ÷èñëîâûõ äàííûõ. Ïðè ýòî ì ðàññìàòðèâàåòñÿ
îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿíà ïðèìåðàõ, â óñëîâèÿõ íåîïðå äåëåííî ñòèâ õà-
ðàêòåðåìî äåëè.

Ýòà çàäà÷à àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî ñòè,
îïèñûâ àþùåãî ìíî æåñòâî ìíîã î ìåðíûõ ýêñïåðèìåíò àëüíûõ äàííûõ.

Ê òàêîé ïî ñòàíîâê å ñâî äÿòñÿ ìíîãèå âàæíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è: çà-
äà÷àðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðîá ëåì à çàïî ëíåíèÿ ïðîïóñê îâ â òàáëèöàõ
äàííûõ, âåðîÿòíî ñòíûé ïðîãíîç è ò. ï.

Â ëåêöèèÑ.À. Òåðåõîâà äàåòñÿ ñîïî ñòàâëåíèå íå ñêî ëüêèõïî äõî äîâ
ê àïïðîê ñèì àöèèïëî òíî ñòèðàñïðåäåëåíèÿ,â ÷èñëåêî òîðûõ ïàðàìåòðè-
÷åñêèåìåòî äû àïïðîê ñèì àöèèè ìåòî äû íåïàðàìåò ðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå áàéåñîâû ñåòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé î äíî èç
íàèáî ëååâàæíûõ äî ñòèæåíèé ïî ñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿâ îá ëàñòèèñêóñ-
ñòâåííîã î èíòåëëåêòà.

Â êà÷åñòâå åùå î äíîã î ïî äõî äàïðåäëàãàåòñÿçàìåíèòü çàäà÷óàïïðîê-
ñèì àöèè ýêâèâàëåíòíîé åé çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè. Çäåñü îïÿòü âîçíè-
êàåòïðîá ëåì à ðåãóëÿðèçàöèè,î êî òîðîé, õî òÿ è â íå ñêî ëüêî èíî ì ïëàíå
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ãîâ îðèëî ñüâ ëåêöèèÑ.À. Øó ìñê îãî.
Äîïî ëíèòåëüíóþ èíôîð ì àöèþ ïî çàòðîíóòûì âëåêöèèÑ.À. Òåðåõîâà

âîïðî ñàì ìî æíî ïî ëó÷èòüèç êíèã [130�133] (ì àòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-
êà), à òàêæå [15,17�20] (èñêóññòâåííûå íåéðî ñåòè è èõ ïðèìåíåíèé).
Ïîïó ëÿðíî å èçëîæåíèå ì àòåðèàëà î áàéåñîâûõ ñåòÿõ, à òàêæå ïàêåòðàñ-
øèðåíèÿ (BayesNet Toolbox)äëÿMatlabñîäåðæèòñÿ ïî àäðåñàì, óêàçàí-
íûì â ïîçèöèè [135] ñïèñêà ëèòåðàòóðû ê ïðåäèñëîâèþ.

Íàðÿäó ñ ëåêöèåéÞ. È. Íå ÷àåâà, ëåêöèÿÍ. Ã. Ìàê àðåíê î ¾Ôðàêòà-
ëû, àòòðàêòîðû, íåéðîííûå ñåòèè âñå òàêî å¿ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ÿðêèé
îáðàçåö ìåæäèñöèïëèíàðíîã î ïî äõî äà. Öåííî ñòüåãî � â äåìîíñò ðàöèè
ãëóáîêèõ âçàèìî ñâÿçåéìåæäó ðàçëè÷íûìè îá ëàñòÿìè íàóêè,â òî ì ÷èñëå
è òàêèìè, ÷òî âîçíèêëè è ðàçâèâàëèñüâíà÷àëå ñîâåðøåííî íå çàâèñèìî
äðóãî ò äðóãà.

Èçëîæåíèå â ëåêöèèÍ. Ã. Ìàê àðåíêî íà÷èíàåòñÿñ èçëîæåíèÿ êîíöåï-
öèè äðîáíîé ðàçìåðíî ñòèè ôðàêòàëà.Çàòåì ââî äÿòñÿñèñòåìû èòåðàòèâ-
íûõ ôóíêöèé â ïðî ñòðàíñòâå êî ìïàê òîâ.

Èçó÷åíèå ïðåäåëüíîé äèíàìèêè ñèñòåì èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé âåäåò
ê òåîðèè äèñêðåòíûõäèíàìè÷å ñêèõñèñòåì.Äàëååïîê àçàíî, ÷òî ïðîöå ññ
àïïðîê ñèì àöèèàòòðàêòîðà ñèñòåìû èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòåí
ðàáîòåáèíàðíîé íåéðîííîé ñåòè.

Êàê çàìå÷àåòÍ. Ã. Ìàê àðåíêî: ¾Òàêèì îáðàçî ì, òåðìèíû �ôðàêòàë�
â ãåîìåòðèè è �ñòðàííûé àòòðàêòîð� â äèíàìèê å îêàçûâàþòñÿ ñèíîíè-
ì àìè, à ñèñòåìóèòåðàòèâíûõ ôóíêöèé (ÑÈÔ) ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê
ðåêóððåíòíóþ àñèììåò ðè÷íóþ íåéðî ñåòü.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ôåðíàí-
äî Íèíüî â 2000ãî äó óñòàíîâèë, ÷òî ñëó÷àéíàÿèòåðàòèâíàÿ íåéðîííàÿ
ñåòü(ãèïåðíåéðîí) òîïî ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìå
ñ çàäàííûì àòòðàêòîðî ì. Êðóã çàìêíó ëñÿ, îáðàçîâàâ Åäèíûé Êîíòåê ñò,
îá úåäèíÿþùèé ôðàêò àëû, ÑÈÔ, àòòðàêòîðû è íåéðîííûå ñåòè. Öåëü
ëåêöèè� ïîê àçàòü âçàèìíóþ ñâÿçü ýòèõ ïðåäìåòîâ, ïî òî ìó ÷òî åäèíîå
ëó÷øå,÷åì âñ�å âìåñòå, íî ïî-îòä åëüíîñòè ¿.

Äîïî ëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî ôðàêòàëàì ìî æíî íàéòè â êíèãàõ [136,
137], ïî äèíàìè÷å ñêèì ñèñòåìàì � â êíèãàõ [138�141].

* * *

Êàêýòî óæåáûëî â [1], ïî ìèìî òðàäèöèîííîã î ñïèñêàëèòåðàòóðû êàæäàÿ
èç ëåêöèéñîïðîâ î æäàåòñÿ ñïèñêî ì èíòåðíåòîâñêèõàäðåñîâ, ãäå ìî æíî
íàéòè èíôîð ì àöèþ ïî çàòðîíóò î ìó â ëåêöèèêðóãóâîïðî ñîâ, âêëþ÷àÿè
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äîïî ëíèòåëüíûå ññûëêè,ïîçâ î ëÿþùèå ðàñøèðèòü,ïðè íåîá õî äèìî ñòè,
çîíó ïîèñê à.

Âûçâàíî ýòî òåì, ÷òî ññûëêèâ ñïèñêå ëèòåðàòóðû íà òðàäèöèîííûå
¾ïèñüìåííûå¿ èñòî ÷íèêè îáû÷íî òðóäíî ¾ðàçðåøèìû¿, ì àòåðèàëû, íà
êî òîðûå îíè óêàçûâàþò, â ñîâðåìåííîé ñèòóàöèè ì àëî äî ñòóïíû, î ñî-
áåííî âíå ñòî ëèö. Â òî æå âðåìÿ, â Èíòåðíåòå ìî æíî íàéòè ñåé÷àñèí-
ôîð ì àöèþ ïðàêòè÷åñêè ïî ëþáîé òåìàòèêå, ÷àñòî � òåæå ñòàòüè,êî òî-
ðûå âêëþ÷åíû â ñïèñîê ëèòåðàòóðû � íàäî òî ëüêî çíàòü,ãäå èõ èñêàòü.
Âêëþ÷åíèå â ëåêöèèññûëîê íà èíòåðíåòîâñêèåðåñóðñû äàåòïî äîáíîã î
ðîäàñâåäåíèÿ òåì, êòî çàèíòåðåñóåòñÿñîî òâåòñòâóþùåé òåìàòèêîé è çà-
õî ÷åòáî ëååïî äðîáíî ðàçîáðàòüñÿâ íåé. Ó÷èòûâàÿ âñå ðàñøèðÿþùèåñÿ
âîçìî æíî ñòèäî ñòóïà ê Èíòåðíåòó, ýòî îá åñïå÷èâàåòäî ñòóï ê ðàçíîîá-
ðàçíûì äàííûì ïðàêòè÷åñêèâñåì æåëàþùèì.

Ïåðå÷åíü ïðîá ëåì íåéðîèíôîð ì àòèêè è ñìåæíûõ ñ íåé îá ëàñòåé,
òðåáóþùèõ ïðèâëå÷åíèÿ âíèì àíèÿ ñïåöèàëèñòîâ èçíåéðî ñåòåâîãî è ðîä-
ñòâåííûõ ñ íèì ñîîáùå ñòâ,äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ,êîíå ÷íî, âîïðî ñà-
ìè, ðàññìî òðåííûìè â ïðåäëàãàåìîì ñáîðíèê å.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïî ëàãàåòñÿ ðàñøèðåíèå äàííîã î ñïèñêà çà ñ÷åò
ðàññìî òðåíèÿ íàñóùíûõ ïðîá ëåì ñîáñòâåííî íåéðîèíôîð ì àòèêè, ïðî-
áëåì ¾ïîãðàíè÷íîã î¿ õàðàêòåðà,î ñîáåííî î òíî ñÿùèõñÿ ê âçàèìî äåé-
ñòâèþíåéðî ñåòåâîé ïàðàäèãìû ñäðóãèìè ïàðàäèãì àìè, ðàçâèâàåìûìè â
ðàìêàõêîíöåïöèè ìÿãêèõ âû÷èñëåíèé,ïðîá ëåì èñïî ëüçîâàíèÿ ìåòî äîâ è
ñðåäñòâíåéðîèíôîð ì àòèêèäëÿðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâïðèêëàäíûõ
çàäà÷. Íå áóäóò çàáûòû è âçàèìî äåéñòâèÿíåéðîèíôîð ì àòèêè ñ òàêèìè
âàæíåéøèìè åå ¾ñîñåäÿìè¿, êàê íåéðîáèî ëîãèÿ, íåëèíåéíàÿ äèíàìèê à
(ñèíåðãåòèêà� â ïåðâóþ î ÷åðåäü), ÷èñëåííûé àíàëèç (âåéâëåò-àíàëèç è
äð.) è ò.ï.

Çàìå÷àíèÿ, ïî æåëàíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïî ñîäåðæàíèþ è ôîð ìå ëåê-
öèé, ïåðå÷íþ ðàññìàòðèâàåìûõ òåì è ò.ï. ïðî ñüáàíà ïðàâëÿòüýëåêòðîí-
íîé ïî ÷òîé ïî àäðåñó tium@mai.ruÒþ ìåíöåâ ó Þðèþ Âëàäèìèðîâè÷ó.
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Àííî òàöèÿ

Áàéåñîâñêèéïî äõî ä ê îáó÷åíèþ, î ñíîâ àííûé íà ïåðâûõ ïðèíöèïàõ òåî-
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öèè, ïðåäëàãàÿðåàëüíóþ àëüòåðíàòèâó òðàäèöèîííûì ìåòî äàì êîíò ðî ëÿ
ñëîæíî ñòèìî äåëåé,î ñíîâ àííûì íà êðîññ-âàëèäàöèè.

S.A. SHUMSKY
LebedevPhysicsInstituteRAS, NeurOKLLC, Moscow

E-mail: shumsky@neurok.ru

BAYESIAN REGULARIZA TION OF LEARNING
Abstract

Bayesianapproachbasedon the�rst principlesof theprobability theoryis the
most consistentparadigmof statisticallearning. From practicalperspective
Bayesianlearningoffers intrinsic regularizationprocedureproviding a viable
alternativeto traditionalcross-validationtechnique.

Ââåäåíèå

Ì àøèííîå î áó÷åíèå(machinelearning) ñòàâèòñâî åé çàäà÷åé âûÿâëåíèå
çàêîíî ìåðíî ñòåéâ ýìïèðè÷å ñêèõ äàííûõ. Â ïðî òèâîïî ëîæíî ñòüì àòå-
ì àòè÷åñêî ìó ìî äåëèðîâàíèþ, èçó÷àþùåìó ñëåäñòâèÿèç èçâåñòíûõ çà-
êîíîâ, ì àøèííî å îáó÷åíèå ñòðåìèòñÿ âî ññîçäàòü ïðè÷èíû, íàáëþäàÿ
ïîðî æäåííûå èìè ñëåäñòâèÿ� ýìïèðè÷å ñêèåäàííûå. Îá ó÷åíèå, òàêèì
îáðàçî ì, î òíî ñèòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ è â îáùåì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ
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ïëî õî îïðå äåëåííîé èëèíåêîððåêòíîé çàäà÷åé.Òàêèåçàäà÷èî òëè÷àþòñÿ
î ñîáîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ íåêî òîðûõ ðåøåíèé ê äàííûì è íàõî æäåíèå
óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ïî äðàçóìåâ àåòïðîöå äóðó ðåãóëÿðèçàöèè� îãðàíè-
÷åíèÿ êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Îá ó÷àþùèåñÿ ìî äåëèïî îïðå äåëåíèþ äî ëæíû áûòü ÷óâñòâèòåëüíû
ê äàííûì, àäàïòèðóÿ â ïðîöå ññå îáó÷åíèÿ ñâîè íàñòðî å÷íûå ïàðàìåò-
ðû äëÿíàèëó÷øåãî îá úÿñíåíèÿ âñåõ èçâåñòíûõ ôàêòîâ. Î äíàêî, õîðîøåå
êà÷åñòâî îá úÿñíåíèÿ èìåþùèõ ñÿ äàííûõ åùå íå ãàðàíòèðóåò ñîî òâåò-
ñòâóþùåå êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèé1. Èçëèøíå ñëîæíûå ìî äåëèñïî ñîáíû
àäàïòèðîâ àòüñÿíå òî ëüêî ê òèïè÷íûì çàêîíî ìåðíî ñòÿì, íî è ê ñëó÷àé-
íûì ñîáûòèÿì â äàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå.Êàêñëåäñòâèå,òàêèåìî äå-
ëè îá ëàäàþò ïëî õîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñïî ñîáíî ñòüþ: áî ëüøàÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòüê äàííûì ïðèâî äèò ê áî ëüøî ìó ðàçáðîñó â ïðåäñêàçàíèÿõ.
Ì î äåëüâ ýòî ì ñëó÷àåîêàçûâàåòñÿ íå ñïî ñîáíîé î áî áùèòü äàííûå, î ò-
äåëèâîáùèå çàêîíî ìåðíî ñòèî ò ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé. Ïî ýòî ìó îãðà-
íè÷åíèå ñëîæíî ñòè ìî äåëåéÿâëÿåòñÿ íåîá õî äèìûì ýëåìåíò î ì òåîðèè
îáó÷åíèÿ. Êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ íà ïðÿìóþ çàâèñèòî ò íàøåé ñïî ñîáíî ñòè
ïðîéòè ìåæäó Ñöèëëîé ïåðåóïðîùåíèÿ è Õàðèáäîé ïåðåóñëîæíåíèÿ.

Íà ïðàêòèêå íàèáî ëüøååðàñïðî ñòðàíåíèå ïî ëó÷èëèìåòî äèêè ðåãó-
ëÿðèçàöèè,î ñíîâ àííûå íà òåõ èëè èíûõ ñïî ñîáàõ îöåíêè î æèäàåìîé
îøèáêè îáó÷åíèÿ íà íîâûõ äàííûõ � îøèáêè î áî áù åíèÿ. Ýòî ò ïî äõî ä
èíòóèòèâíî êàæåòñÿíàèáî ëåååñòåñòâåííûì, ïî ñêî ëüêó ìèíèìèçàöèÿ ïî-
ñëåäíåé è ÿâëÿåòñÿèñòèííîé öåëüþ îáó÷åíèÿ, òîãäàêàêïðàêòè÷åñêèìû
èìååì âîçìî æíî ñòüèçìåðÿòü ëèøü ýìïèðè÷å ñêóþ îøèáêó î áó÷åíèÿ.

Òàêî å èíòóèòèâíî îáî ñíîâ àííî å îáó÷åíèå ïî äðàçóìåâ àåòäâà ýòàïà:
íàñòðî å÷íûå ïàðàìåòðû ìî äåëè îïðå äåëÿþòñÿ ìèíèìèçàöèåé îøèáêè
îáó÷åíèÿ, òîãäà êàêâûáîð ìåæäó ìî äåëÿìè ðàçëè÷íîé ñëîæíî ñòèîïðå-
äåëÿåòñÿ,èñõî äÿ èç îöåíêè îøèáêè îáîáùåíèÿ. Èìåþùèå ñÿäàííûå ïðè
ýòî ì òàêæå äåëÿòñÿ íà äâå êàòåãîðèè. ×àñòüäàííûõ èñïî ëüçóþò äëÿ íà-
ñòðî åê ìî äåëè,à íà î ñòàëüíûõ ïðîâ åðÿþò äî ñòèãíóòî å êà÷åñòâî îáó÷å-
íèÿ. Ýòî ò ýòàï íàçûâàþò âàëèäàöèåéìî äåëè. ×òîáû èçáåæàòü çàâèñè-
ìî ñòèî ò êîíêðåòíîã î ðàçáèåíèÿäàííûõ íà îáó÷àþùóþ è âàëèäàöèîí-
íóþ âûáîðêè, èñïî ëüçóþò ìåòî ä êðîññ-âàëèäàöèè, îöåíèâ àÿ îïòèì àëü-
íóþ ñëîæíî ñòüìî äåëèâ áî ëüøî ì ÷èñëåýêñïåðèìåíò îâ ñ ðàçíûìè ñïî-

1Íàï ðèì åð, áèðæåâûå îáî çðåâàòåëè,óâåðåíí î îá úÿñíÿþ ù èå í àáëþäàåì îå äâèæåíè å
öåí, ñòàí î âÿòñÿ ãîðàçäî ì åí åå êàòåãîðè÷íûìè â ÷àñòè ï ðî ãí î çî â í à áóäóù åå.
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ñîáàìè ðàçáèåíèÿäàííûõ. Òðóäî åìê î ñòüìåòî äà êðîññ-âàëèäàöèèîãðà-
íè÷èâàåòåãî ïðèìåíèìî ñòü,íà ïðèìåð âñèñòåìàõðåàëüíîã î âðåìåíè èëè
äëÿäåéñòâèòåëüíîñëîæíûõ ìî äåëåé,òðåáóþùèõ äëèòåëüíîãî îáó÷åíèÿ.

Áàéåñîâà ðåãóëÿðèçàöèÿ, ïðåäìåò äàííîã î îáçîðà, ÿâëÿåòñÿ àëüòåð-
íàòèâíîé ìåòî äèêîé îïòèìèçàöèè ñëîæíî ñòè ìî äåëè. Îíà î ñíîâ àíà íå
íà îöåíê å î æèäàåìîé îøèáêè, à íà âûáîðå íàèáî ëåå ïðàâäîïî äî áíîé
ìî äåëè, â ïî ëüçó êî òîðîé ñâèäåòåëüñòâóþò èìåþùèå ñÿ äàííûå. Òàêîé
ïî äõî ä èìååò ðÿä ïðåèìóùå ñòâ.Âî-ïåðâûõ, îí èñõî äèòèç ïåðâûõ ïðèí-
öèïîâ òåîðèè âåðîÿòíî ñòåéè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ, ãàðàíòè-
ðóþùèõ óìåíüøåíèå îøèáêè îáîáùåíèÿ. Âî-âòîðûõ, îí ïî äðàçóìåâ àåò
îöåíê ó âàðèàöèéïàðàìåòðîâ ìî äåëè è ñîî òâåòñòâåííî � îöåíê ó òî ÷íî-
ñòèñâîèõ ïðåäñêàçàíèé. Â-òðåòüèõ,ïî ñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçî ì çàäà÷à
â íåêî òîðûõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõìî æåò áûòü ðåøåíà ñ ìèíè-
ì àëüíûì ÷èñëîì äîïî ëíèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïî ëîæåíèé. È, íà-
êîíåö, êàê ñëåäñòâèå,last but not least: áàéåñîâà ðåãóëÿðèçàöèÿìî æåò
áûòü âñòðî åíà íåïî ñðåäñòâåííî â àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ. Ïðè÷åì, òàêèå
ðåãóëÿðèçîâàííûå àëãîðèòìû óæå íå ïî äðàçóìåâ àþò ýòàïà âàëèäàöèè,
åäèíîîáðàçíî èñïî ëüçóÿ âñå èìåþùèå ñÿ äàííûå êàê äëÿ âûáîðà îïòè-
ì àëüíîé ñëîæíî ñòèìî äåëè,òàêè äëÿ íàñòðîéêè ååïàðàìåòðîâ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå(¾Îáó÷åíèå ïî Áàéåñó¿,ñ.33�51) ìû ïî äðîáíî
î ñòàíîâèìñÿ íà èäåîëîãè÷åñêîé ñòîðîíå áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèèè
î ñíîâ àííûõ íà íåé àëãîðèòì àõîáó÷åíèÿ. Çàòåì, â ðàçäåëå¾Îöåíê à ïàðà-
ìåòðîâ ïî Áàéåñó¿(ñ.51�57) ìû ïðèìåíèì îáùèé ïî äõî ä ê ïðî ñòåéøåé
çàäà÷åîöåíêè çàøóìëåííîé âåëè÷èíû. Áàéåñîâ ïî äõî ä â ýòî ì ñëó÷àåäà-
åò, íà ïðèìåð, ÷åòêèéêðèòåðèéäî ñòàòî ÷íî ñòè ýêñïåðèìåíò àëüíûõ äàí-
íûõ äëÿ ïðîâ åðêèòåîðåòè÷åñêîé ãèïî òåçû. Ðàçäåë ¾Áàéåñîâà èíòåðïî-
ëÿöèÿôóíêöèé¿ (ñ.57�69) ïî ñâÿùåí áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèèàïïðîê-
ñèì àöèè ôóíêöèé, ïðîá ëåìå, ê êî òîðîé ñâî äèòñÿ áî ëüøèíñòâî ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ ì àøèííîã î îáó÷åíèÿ. Ñîî òâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ
ïðèìåíèìû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìíîã î ñëîéíûõ ïåðñåïòðîíîâ. Â ðàçäåëå
¾Áàéåñîâà êëàññèôèêàöèÿ¿(ñ.70�82) ìû ðàññìî òðèì äðóãóþ ïðàêòè÷å-
ñêèâàæíóþ çàäà÷ó� êëàñòåðèçàöèþäàííûõ. Â ÷àñòíîñòè,ïîê àæåì êàê
¾ïî Áàéåñó¿ îïðå äåëÿòüîïòèì àëüíî å ÷èñëî êëàñòåðîâ.Â êîíöå êàæäîãî
ðàçäåëàäàíà êðàòêàÿ èñòîðèêî-áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïî ðàçâèòèþ
çàòðîíóòûõ â íåì èäåé.×òîáû îá ëåã÷èòüèçëîæåíèå, âñå äåòàëè âûíå ñå-
íû â ðàçäåëÏî äðîáíî ñòè.
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Îá ó÷åíèå ïî Áàéåñó

Â ýòî ì ðàçäåëåìû îáñóäèì ïðîö åäóðó áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè, ååîá-
î ñíîâ àíèå è ñâÿçüñ äðóãèìè êîíöåïöèÿìè îáó÷åíèÿ, à òàêæå îïèøåì â
îáùåì âèäåàëãîðèòì îáó÷åíèÿ ñî âñòðî åííîé áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçà-
öèåé.

Íà ÷íåì ñôîð ì àëèçàöèèî ñíîâíûõ ïîíÿòèé: îáó÷åíèÿ, ðåãóëÿðèçàöèè
è áàéåñîâñêîé ñòàòèñòèêè.

Îá ó÷åíèå. Îñíî âíûå ïîíÿòèÿ

Èíò óèòèâíî, çàäà÷åé î áó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ î áî áù åíèå ýìïèðè÷å ñêèõ äàí-
íûõ, ïðåäïî ëàãàþùååâîçìî æíî ñòüïðåäñêàçûâàòüíîâûå ñîáûòèÿ, î ñíî-
âûâàÿñüíà èçâåñòíî ì îïûòå ïðîøëîã î. Òàêèåïðåäñêàçàíèÿ â íàèáî ëåå
îáùåì ñëó÷àåèìåþ ò âåðîÿòíî ñòíûé õàðàêòåð2: îáîáùåíèåì èìåþùåã î-
ñÿ íàáîðà äàííûõ D = f d1; : : : ; dN g ñëóæèòíåêàÿ ãèïî òåçà h âåðîÿò-
íî ñòíîãî ïðîèñ õî æäåíèÿäàííûõ Ph (d) � P (d jh ).

Òàêàÿãèïî òåçàîá ëàäàåòïðåäñêàçàòåëüíîé ñèëîé, ïî ñêî ëüêó ïîçâ î ëÿ-
åòíå òî ëüêî îöåíèòü ìåð ó ïðàâäîïî äî áèÿ(likelihood) èìåþùèõ ñÿäàííûõ
P (D jh ), íî è ïðåäñêàçàòü âåðîÿòíî ñòüëþáîã î íîâ îãî íàáîðà äàííûõ
P (D 0jh ). Ðàñ÷åòïî äîáíîã î ðîäà âåðîÿòíî ñòåéðàçëè÷íûõ èñõî äîâ ýêñ-
ïåðèìåíò îâ ïðè çàäàííî ì ñïî ñîáå ïîðî æäåíèÿäàííûõ P (d jh ) ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòî ì òåîðèè âåðîÿòíî ñòè.Íà ïðèìåð, âû÷èñëèòüâåðîÿòíî ñòüâûïà-
äåíèÿ îïðå äåëåííîã î ÷èñëà¾ðåøåê¿ïðè ìíîã îêðàòíî ì áðî ñàíèè ìîíå-
òû ñ èçâåñòíîé ñòåïåíüþ ¾êðèâèçíû¿(ìîíåòû, à íå âû÷èñëåíèÿ!). Çäåñü
dn � èñõî ä n-ãî áðî ñàíèÿ ìîíåòû, D � ðåçóëüòàò N îïûò îâ, à P (d jh ) �
âåðîÿòíî ñòüâûïàäåíèÿ ¾ðåøåê¿ïðè äàííîé ñòåïåíè êðèâèçíû ìîíåòû
h.

Îá ó÷åíèå ïðåäïî ëàãàåòðåøåíèå î áðàòíîé çàäà÷è: ïî èìåþùèìñÿ
äàííûì ñëåäóåòâûÿñíèòü âåðîÿòíî ñòüðàçëè÷íûõ ãèïî òåç î ñïî ñîáå ïî-
ðîæäåíèÿýòèõäàííûõ P (h jD ). Â ñëó÷àåñ ìîíåò îé, íà ïðèìåð, òðåáóåò-
ñÿ îöåíèòü âåðîÿòíî ñòüðàçëè÷íîé ñòåïåíè åå¾êðèâèçíû¿ïî èçâåñòíîé
(êîíå ÷íîé) âûáîðêå èñõî äîâ ýêñïåðèìåíò îâ.

2Äåòåðìèíè ñòñêèå ôóíêö èè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êî ãäà âåðî ÿòí îñòíû å ðàñ-
ï ðåäåëåíèÿ âûðî æäàþòñÿ â äåëüòà-ôóíêö èè.
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Îáû÷íî ýòó àïîñòåðèîðíóþ (posterior) âåðîÿòíî ñòüèñïî ëüçóþò äëÿ
âûáîðà íàèáî ëååâåðîÿòíîé ãèïî òåçû â êà÷åñòâå êàíäèäàòà äëÿ ïðåäñêà-
çàíèÿ áóäóùèõ ñîáûòèé òàêîãî ðîäà:

hM P = argmax
h

P (h jD ) :

Â òðàäèöèîííîé ñòàòèñòèêå, ðàññìàòðèâàþùåé, ïî ñóòè, èäåíòè÷íûé
êðóãçàäà÷ âûáîðà íàèëó÷øåé àïïðîê ñèì àöèèýìïèðè÷å ñêèõäàííûõ, áà-
çîâûì ÿâëÿåòñÿ äðóãîé êðèòåðèéîïòèì àëüíî ñòè� ïðèíöèï ìàê ñèìóìà
ïðàâäîïî äî áèÿ:

hM L = argmax
h

P (D jh ) ;

íå ïðåäïî ëàãàþùèé ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Êàê ìû óâèäèì äàëåå,
òàêî å ïðèáëèæåíèå äåéñòâèòåëüíîîïðàâ äàíî â ðàìêàõîáû÷íûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé òðàäèöèîííîé ñòàòèñòèêè,à èìåííî, êîãäà êî ëè÷åñòâî äàííûõ
íàìíîã î ïðåâûøàåò ýôôåêòèâíî å ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ìî äåëè.Ì åæäóòåì,
ïðè î òíî ñèòåëüíî íåáî ëüøî ì êî ëè÷åñòâå äàííûõ ïðèíöèï ì àêñèì àëüíî-
ãî ïðàâäîïî äîáèÿ ìî æåò ïðèâî äèòüê ïàðàäîêñàì. Íà ïðèìåð, ïðè áðî-
ñàíèè ìîíåòû íàèáî ëååïðàâäîïî äîáíîé îöåíê îé ååêðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ
ýìïèðè÷å ñêàÿ ÷àñòî òà âûïàäåíèÿ ¾ðåøåê¿.È åñëèâ ñåðèèèç 5 èñõî äîâ
ñëó÷àéíî íå âûïàäåò íè î äíîé ¾ðåøêè¿,òî ìû âûíó æäåíû áóäåì ñ÷è-
òàòüåå¾áåñêîíå ÷íî êðèâîé¿, òîãäàêàêíà ñàìî ì äåëåâåðîÿòíî ñòüòàêîãî
ñîáûòèÿ äàæå äëÿ èäåàëüíîé ìîíåòû íå ñëèøêî ì ì àëà.

Áàéåñîâ ïî äõî ä ê îáó÷åíèþ, î ñíîâ àííûé íà ðåøåíèè îáðàòíîé çà-
äà÷è, áî ëååïî ñëåäîâàòåëåí è, ñîî òâåòñòâåííî, ïðèìåíèì ê áî ëååøèðî-
êî ìó êëàññó ìî äåëåéñ áî ëüøèìè âîçìî æíî ñòÿìè ìî äåëèðîâàíèÿ ñëîæ-
íûõ ÿâëåíèé. Òåì áî ëåå,÷òî â îáùåì âèäåýòà çàäà÷àðåøàåòñÿ ¾âî äíó
ñòðîêó¿ è åå ðåøåíèå, ñëåäóþùåå èç îáùèõ ïðèíöèïîâ òåîðèè âåðî-
ÿòíî ñòåé,áûëî èçâåñòíî óæå â XVIII âåêå. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè òðàê-
òîâàòü êàê âûáîð ãèïî òåçû, òàê è íàáëþäåíèå äàííûõ â âåðîÿòíî ñò-
íî ì ñìûñëå è çàïèñàòü ñîãëàñíî îïðå äåëåíèþ óñëîâíûõ âåðîÿòíî ñòåé
P (D ; h) = P (h jD ) P (D) = P (D jh ) P (h), ïî ëó÷èì òåîðåìó ïðåïî-
äîáíîã î Áàéåñà:

P (h jD ) =
P (D jh ) P (h)

P (D)
=

P (D jh ) P (h)
P

h P (D jh ) P (h)
: (1)

(Â ðàçäåëåÏî äðîáíî ñòè, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äàíî Áàéåñîâî ðåøåíèå
çàäà÷è î ìîíåòå.)
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Äëÿ ôèêñàöèè òåðìèíî ëîãèè çàïèøåì ýòó î ñíîâ îïî ëàãàþùóþ ôîð-
ìó ëó â ñëîâåñíî ì âèäå:

Posterior =
Lik elihood � Pr ior

Evidence

Ðåãóëÿðèçàöèÿ îáó÷åíèÿ

Êàêâèäèì, ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èòðåáóåòôîð ì àëèçàöèèíàøèõ àïðè-
îðíûõ (prior) ïðåäïî ëîæåíèé P (h) î ñòåïåíè âåðîÿòíî ñòèòîé èëè èíîé
ãèïî òåçû. Ïî äîáíîã î ðîäà îãðàíè÷åíèå íà ìíî æåñòâî ãèïî òåç, â êî òî-
ðî ì èùåòñÿðåøåíèå, â òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ íàçûâàþòðåãóëÿðèçàöèåé.
Íåîá õî äèìî ñòüåå ñâÿçàíà ñ êîíå ÷íûì îá úåìî ì ýìïèðè÷å ñêèõäàííûõ.
Åñëèìû íå áóäåì îãðàíè÷åíû â ñðåäñòâàõ,òî âñåãäà ñìî æåì ïî äîáðàòü
ãèïî òåçó, èäåàëüíî îá úÿñíÿþùóþ èìåþùèå ñÿäàííûå, íî ñ ïëî õèìè ñïî-
ñîáíî ñòÿìè ê îáîáùåíèþ: P (D 0jh ) � P (D jh ). Èíûìè ñëîâàìè, òàêèå
ãèïî òåçû (íàçûâàåìûå ïî ëàòûíè ad hoc) 3 ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâñòâèòåëüíû
ê êîíêðåòíî ìó íàáîð ó îáó÷àþùèõ äàííûõ. ×óâñòâèòåëüíîñòüê äàííûì
åñòüèíäèêàòîð òîãî, ÷òî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ñâî åé ïðèðî äå íåêîððåêò-
íà , è êàêâñÿêàÿ íåêîððåêòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷àòðåáóåòðåãóëÿðèçàöèè.Â
îãðàíè÷åííî ì êëàññå ãèïî òåç ÷ðåçìåðíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòüðåøåíèÿ ê
îáó÷àþùåé âûáîðêå ìî æíî ïðåî äî ëåòü.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îïðå äåëåíèÿ ÷àñòî òû
çàøóìëåííîã î ñèíóñà ìåòî äî ì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áåç ðåãóëÿðèçàöèè
(ðèñ.1) è ñ ðåãóëÿðèçàöèåé(ðèñ.2). Â ïåðâî ì ñëó÷àåî òâåò÷ðåçâû÷àéíî
÷óâñòâèòåëåíê øóìîâ îé êî ìïîíåíòå äàííûõ. Â çàâèñèìî ñòèî ò ðåàëèçà-
öèè øóì à, íàèìåíüøóþ îøèáê ó ìî æåòïîê àçàòüëþáàÿ èç áåñêîíå ÷íîã î
íàáîðà ÷àñòî ò. Îãðàíè÷åíèå ñëîæíî ñòèìî äåëè,â äàííî ì ñëó÷àå� äîáàâ-
ëåíèå ê îøèáê å øòðàôíîã î ÷ëåíà, ïðîïîðöèîíà ëüíîã î êâàäðàòó ÷àñòî òû,
âûÿâëÿåòðåøåíèå, íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíîå ê øóìó .

Âûáîð ìåòî äàðåãóëÿðèçàöèè,òî åñòüêëàññà ãèïî òåç,â ñâîþ î ÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ ìå ò à-ãèïîòå çîé H áî ëååâûñîêîãî ïîðÿäê à, êî òîðûå â òåîðèè
ì àøèííîã î îáó÷åíèÿ ïðèíÿò î íàçûâàòü ìî äåëÿìè: P (h) = PH (h) �
P (h jH ). Òàê, â çàäà÷å èíòåðïî ëÿöèè ôóíêöèé ìî äåëüôèêñèðóåò âû-
áðàííûé ìåòî ä ïàðàìåòðèçàöèèôóíêöèé, íà ïðèìåð, ïåðñåïòðîí ñ çàäàí-

3Ad hoc ãèï îòåçà� ãèï îòåçà, ñï åöèàëüí î ñî çäàíí àÿ äëÿ îá úÿñí åíèÿ èì åíí î äàíí î ãî
êî íê ðåòíî ãî ÿâëåíèÿ. � Ï ðèì. ðåä.
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ÐÈÑ. 1. Îï ðåäåëåíè å ÷àñòîòû çàøóìë åíí î ãî ñèíó ñà y = sin (h x) +
0:2 � . Çäåñü ì î äåëüçàäàåòõàðàêòåð øó ì à � è âèä ôóíêö èè sin (h x),
ãäå â ðî ëè ãèï îòåçû h âûñòóïàåò÷àñòîòà. Ôóíêö èÿ î øèáêè (ââåðõó)
èì ååò ìí î æåñòâî ëî êàëüíûõ ìèíèì óì î â. Áåç ðåãóëÿðèçàöèè í àè-
áî ëåå ï ðàâäî ï î äîá íûì ì î æåò î êàçàòüñÿ ëþáî é èç íèõ, â äàíí î ì
ï ðèì åðå h = 21. Íà íèæí åì ðèñóíê å ï î êàçàíî ñîîòâ åòñòâóþù åå
ðåø åíè å (ñï ëî øí àÿ êðèâàÿ) è èñòèíí àÿ ôóíêö èÿ h = 1 (ïóíêòè ð).
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ÐÈÑ. 2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ì î äåëè� äîáàâëåíè å ê î øèáêå ÷ëåí à, øòðà-
ôóþù åãî áî ëüøè å ÷àñòîòû, ï î ì î ãàåò âûÿâèòü í àèáîëåå óñòîé÷èâîå
ê øó ì ó ðåø åíè å, áëèçêîå ê ðåàëüí î ì ó ï ðîòîòèïó .
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íîé òîïî ëîãèåéñâÿçåéèëè ñïëàéíû îïðå äåëåííîã î ïîðÿäê à.Êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ ïî äãîíî ÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîî òâåòñòâóþò ãèïî òåçàì. Ãèïî òåçû
âñåãäàâûáèðàþòñÿâ ðàìêàõòîé èëè èíîé ìî äåëèè, ñ ýòîé òî ÷êèçðåíèÿ,
âñå âåðîÿòíî ñòèâ ôîð ìó ëåÁàéåñà çàâèñÿòî ò H :

P (h jD ; H ) =
P (D jh; H ) P (h jH )

P (D jH )
:

Â äàëüíåéøåì, î äíàêî, êàêè â âûðàæåíèè (1), ìû èíîã äàäëÿêðàòêî-
ñòèíå áóäåì îáîçíà ÷àòüýòó çàâèñèìî ñòüî ò ìî äåëè.

Ôóíäàìåíò àëüíûé õàðàêòåðòåîðåìû Áàéåñàïîçâ î ëÿåòâ åäèíî ì êëþ-
÷åñðàâíèâàòüìåæäó ñîáîé íå òî ëüêî ãèïî òåçû, íî è ðàçëè÷íûå ìî äåëè
ðåãóëÿðèçàöèè.Òåì ñàìûì, áàéåñîâñêèé ïî äõî ä ïîçâ î ëÿåò ðàñøèðèòü
ðàìêè òðàäèöèîííîé òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè,íå ïðåäïî ëàãàþùåéñðàâíå-
íèå ìåæäó ñîáîé ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàë îâ P (h jH ).

Íàñêî ëüêî ïðàâäîïî äîáíî âûãëÿäèòîá úÿñíåíèå äàííûõ ìî äåëüþîïðå-
äåëÿåòçíàìåíà òåëüôîð ìó ëû Áàéåñà

P (D jH ) =
X

h

P (D jh ; H ) P (h jH ) =
X

h

P (D; h jH ) : (2)

Ïî ýòî ìó åãî è íàçûâàþò Evidence, ÷òî ìî æíî ïåðåâåñòè êàê ñâèäå-
òåëüñòâî èëè äîêàçàòåëüñòâî â ïî ëüçó äàííîé ìî äåëèH . Ôîð ìó ëàÁàé-
åñà, íî óæå íà óðîâíå ìî äåëåé:

P (H jD ) =
P (D jH ) P (H )

P (D)

äàåòâîçìî æíî ñòüñðàâíèâàòüìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå¾àïðèîðíûå¿ îãðà-
íè÷åíèÿ P (h jH ), ïðèñóùèå ðàçëè÷íûì òèïàì ìî äåëåé.À èìåííî:

HM P = argmax
H

P (H jD ) :

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìî äåëè òðåáóåò, åñòåñòâåííî, âûáîðà
Prior óæå íà ìíî æåñòâå ìî äåëåé,ò.å. çàäàíèÿ íåêîé ìåòà-ìî äåëèáî ëåå
âûñîêîãî ïîðÿäê à.È òàêäàëåå.Íà ïðàêòèêå,ðàçóìååòñÿ,îãðàíè÷èâàþòñÿ
êîíå ÷íûì ÷èñëîì ñòóïåíåé â èåðàðõèèìî äåëåé,çàìåíÿÿ íà êàêî ì-ò î
óðîâíå íàèáî ëååâåðîÿòíóþ ìî äåëüíàèáî ëååïðàâäîïî äîáíîé.
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Íà ïðèìåð, â ïðî ñòåéøåéäâóõóðîâíåâîé ñõåìå Áàéåñîâñêîãî îáó÷å-
íèÿ ïî ëàãàþò, ÷òî â î òñóòñòâèåêàêèõ-òî ïðåäïî ÷òåíèé ìåæäó íå ñêî ëüêè-
ìè ðàçëè÷íûìè ñïî ñîáàìè ìî äåëèðîâàíèÿ äàííûõ P (H ) = const è ìû
èìååì âîçìî æíî ñòüîáî ñíîâ àííî âûáðàòü òî ò èç íèõ, â ïî ëüçó êî òîðî-
ãî ñâèäåòåëüñòâóþò ýìïèðè÷å ñêèåäàííûå, ò.å. ìî äåëüñ ì àêñèì àëüíûì
çíà÷åíèåì Evidence:

HM L = argmax
H

P (D jH ) :

Ýòî ò ïðèíöèï ìàê ñèìèçàöèèçíà÷åíèÿ Evidenceè îïðå äåëÿåòâ äàííîé
ðàáîòåáàéåñîâñêóþ ðåãóëÿðèçàöèþîáó÷åíèÿ.

Ïðå äâàðèòåëüíîå îáñóæäåíèå

Íåîá õî äèìî ñòüÿâíîã î çàäàíèÿàïðèîðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿíåðåä-
êî òðàêòóåòñÿñòîðîííèê àìè òðàäèöèîííîé ñòàòèñòèêèêàêïðåïÿò ñòâèåê
ïðàêòè÷åñêî ìó èñïî ëüçîâàíèþ áàéåñîâñêîãî ïî äõî äà.Íà ñàìî ì äåëå,êàê
ìû âèäèì, ñèòóàöèÿ,ñêîðåå, îáðàòíàÿ. Âåäü âûáîð òîé èëè èíîé ìî äå-
ëè èíòåðïî ëÿöèè äàííûõ â ëþáî ì ñëó÷àåçàäàåòêàêîé-òî Prior. Áàéåñîâ
ôîð ì àëèçì ïðî ñòî íå äàåòçàìåñòèýòè íåÿâíûå ïðåäïî ëîæåíèÿ ïî ä êî-
âåð.Íà ïðî òèâ,âîçìî æíî ñòüîáî ñíîâ àííî âûáèðàòüîïòèì àëüíûå ìî äåëè
ïîðî æäåíèÿ äàííûõ ñëåäóåòñ÷èòàòüñóùåñòâåííûì ïðåèìóùå ñòâî ì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî áàéåñîâñêîãî ïî äõî äà ê îáó÷åíèþ.

Ïî ä÷åðêíåì, ÷òî îïòèì àëüíàÿ ìî äåëü,ïî Áàéåñó, ñîñòîèò èçàíñàìá ëÿ
ãèïî òåç. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ïðåäñêàçàíèÿõ ó÷àñòâóþò âñå ãèïî òåçû, êàæ-
äàÿñî ñâî åé àïî ñòåðèîðíîé âåðîÿòíî ñòüþ.Êàêáóäåòïîê àçàíî íèæå,àí-
ñàìá ëüâ öåëîì îá ëàäàåòëó÷øåéîáîáùàþùåé ñïî ñîáíî ñòüþ,÷åì ëþáîé
èç åãî ïðåäñòàâèòåëåé4. Íà êà÷åñòâåííî ì óðîâíå ýòî ò ôàêò èëëþñòðèðó-
åòñÿðèñ.3. Äàëååìû îáñóäèì âîïðî ñ î ñâÿçèáàéåñîâñêîé äî ñòîâåðíî ñòè
ñ îáîáùàþùåé ñïî ñîáíî ñòüþ ìî äåëèáî ëååïî äðîáíî.

Çàìåòèì â ñêîáêàõ,÷òî ðåãóëÿðèçàöèÿìåòî äî ì êðîññ-âàëèäàöèèòàê-
æå îöåíèâ àåòîøèáê ó îáîáùåíèÿ àíñàìá ëåé, à íå î òäåëüíûõ ãèïî òåç.
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿëèøü âûðàæàåòýòó òî ÷êó çðåíèÿ áî ëååñè-
ñòåìàòè÷åñêè.

4×èòàòåëü,çí àêî ìûé ñ òåîðèåé èãð,çàì åòèòï ðî çðà÷íóþ àí àëî ãèþ ï ðåäñêàçàíèé àí-
ñàì áëåì ñî ñì åø àííûìè ñòðàòåãèÿìè, ï î çâî ëÿþù èìè äîá èâàòüñÿ ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ,
÷åì ÷èñòûå ñòðàòåãèè.
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ÐÈÑ. 3. Èëëþñòðàöèÿ áàéåñî âñêî ãî ï î äõî äà ê ï ðåäñêàçàíèÿì. Äàí-
íû å ï ðåäñòàâëÿþò ñîáî é í àáî ð òî÷åê èç äâóõ êëàññî â. Ãèï îòåçà
êëàññèôèöèðóåò äàííû å â ñîîòâ åòñòâèè ñ èõ ðàñï î ëî æåíè åì îò-
í îñèòåëüí î ëèíèè ðàçäåëåíèÿ êëàññî â, â äàíí î ì ñëó÷àå� ï ðÿì î é.
Çâåçäî é îòì å÷åí à í î âàÿ òî÷êà, îòñóòñòâóþùàÿ â îá ó÷àþù åé âûáî ð-
êå. Íàèáî ëåå âåðî ÿòí àÿ ãèï îòåçà hM P êëàññèôèöèðóåò ýòó òî÷êó
êàê ¾êðóã¿.Î äí àêî, ñðåäè äðóãèõâî çì î æíûõ ãèï îòåç í åòåäèí ñòâà:
í åêîòî ðûå, òàêèå êàê h1 , ãîëîñóþò çà ¾êðåñò¿,äðóãèå, êàê h2 � çà
¾êðóã¿.Òåì ñàìûì, ï ðåäñêàçàíèå àí ñàì áëåì ãèï îòåç äàåò âî çì î æ-
í îñòü ï î íÿòü, ÷òî í î âàÿ òî÷êàëåæèòäàëåêî îò îá ó÷àþù åé âûáî ðêè
è î öåíèòü í àäåæí îñòü åå êëàññèôèêàöèè.
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ÐÈÑ. 4. Èç äâóõ ì î äåëåé, H 1 è H 2 , áî ëååï ðåäï î ÷òèòåëüí î é, ï î Áàé-
åñó, ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ � ñ áî ëüø åé Evidence (ï ëî ùà äü ï î ä êðèâî é),
í åñì îòðÿ í à òî, ÷òî í àèëó÷øàÿ ãèï îòåçà â H 1 ëó÷øå îá úÿñíÿ åò
äàííû å. Çàòî H 1 ãîðàçäî áî ëåå ÷óâñòâèòåëüí à ê âàðèàöèÿì ñâî èõ
ï àðàì åòðîâ, ÷åì H 2 .

Ïðè òàêî ì ïî äõî äåâïî ëíå åñòåñòâåííî, ÷òî íàèëó÷øåé ìî äåëüþñ÷è-
òàåòñÿ íå òà, â êî òîðîé ñóùåñòâóåòíàèáî ëååïðàâäîïî äîáíàÿ ãèïî òåçà,à
òà,âêî òîðîé äî ëÿ ïðàâäîïî äîáíûõ ãèïî òåçäî ñòàòî ÷íî âåëèêà.Ìàê ñèìè-
çàöèÿEvidenceâûðàæàåòèìåííî ýòó òî ÷êó çðåíèÿ (ñì. ðèñ.4). Ïî ñêî ëüêó
èíòåãðàë Evidenceîïðå äåëÿåòñÿ íå òî ëüêî âûñîòîé, íî è øèðèíîé àïî-
ñòåðèîðíîãî ïèê à â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç,òî íàèáî ëååâåðîÿòíàÿ ãèïî òå-
çàâ îïòèì àëüíîé, ïî Áàéåñó, ìî äåëèäî ëæíà íå ïðî ñòî ñîî òâåòñòâîâàòü
äàííûì, íî è áûòüî äíîâðåìåííî íàèáî ëååðîáàñòíîé, ò.å. íàèìåíåå ÷óâ-
ñòâèòåëüíîéê âàðèàöèÿì ñâîèõ ïàðàìåòðîâ.

Íàèáî ëååáëèçêèáàéåñîâñêîé òðàêòîâêå îáó÷åíèÿ ñòî õàñòè÷åñêèåàë-
ãîðèòìû ñ ôèêòèâíîé ¾òåìïåðàòóðîé¿, ãäå ãèïî òåçû èãðàþò ðî ëü ñî-
ñòî ÿíèé ñ ýíåðãèåé,ðàâíîé èõ ýìïèðè÷å ñêîé îøèáê å5. Âîîáùå ãîâ îðÿ,

5Íàï ðèì åð, ñõåì à Ì åòðîï î ëèñà è ì åòîä èìèò àöèè îòæèãà.
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ÐÈÑ. 5. Ì àêñèìè çàöèÿ Evidence ï ðåäï î ëàãàåò âûáî ð í àèáîëåå ï ðî-
ñòîé ì î äåëè îá úÿñí åíèÿ äàííûõ. Ì î äåëü H 1 í å ñîîòâ åòñòâóåò äàí-
íûì. Ì î äåëüH 3 ì î æåòîá úÿñíèòü í å òîëüêî èì åþù èåñÿ äàííû å, í î
è øè ðî êèé êðóã äðóãèõ èñõî äî â ýêñï åðèì åíò à. Óñëî âèå í î ðìè ðî â-
êè àâòî ì àòè÷åñêè ï î íèæ àåò åå Evidence. Ï î Áàéåñó, ýìïè ðè÷åñêèå
äàííû å ñâèäåòåëüñòâóþò â ï î ëüçó ì î äåëè H 2 .

ñóùåñòâóåò ãëóáîêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó áàéåñîâñêèì ïî äõî äî ì â òåîðèè
îáó÷åíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêîé. Îá åòåîðèèî ñíîâ àíû íà óñðåäíåíèè
ïî àíñàìá ëþ ñîñòî ÿíèé ñ çàäàííûì êàíîíè÷å ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âå-
ðî ÿòíî ñòåé.Ïðè ýòî ì ì àêñèìèçàöèÿ Evidenceàíàëîãè÷íà ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè ñâîáî äíîé ýíåðãèè,â ÷åì ó íàñ åùå áóäåòñëó÷àéóáåäèòüñÿ.

Ì î æíî ñêàçàòü,÷òî ì àêñèìèçàöèÿEvidenceðåàëèçóåòèçâåñòíûé ïðèí-
öèï áðèòâû Îêê àìà : ïðåäïî ÷òåíèå î òäàåòñÿ íàèáî ëååïðî ñòîé ìî äåëè,
ñïî ñîáíîé îá úÿñíèòü ýìïèðè÷å ñêèå äàííûå. Ýòî ò ôàêò èëëþñòðèðóåò
ðèñ.5. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðèñóíêà, áàéåñîâ ïî äõî ä î òñåèâàåòíå òî ëüêî
ìî äåëè,íå ñîî òâåòñòâóþùèå íàáëþäàåìûì äàííûì, íî è èçëèøíå ñëîæ-
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íûå ìî äåëè, ìîãóùèå îá úÿñíèòü áî ëüøåå ðàçíîîáðàçèå äàííûõ 6. Ýòî ò
âîïðî ñ çàñëóæèâàåòáî ëååïî äðîáíîã î ðàññìî òðåíèÿ, ïî ñêî ëüêó, ïî ìèìî
ïðî ÷åãî, ïðî ëèâàåòñâåò íà ñîî òíîøåíèå áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèèñ
ìèíèìèçàöèåé îøèáêè îáîáùåíèÿ.

Ñâÿçü ñ îøèáê îé îá îáùåíèÿ è ìèíèì àëüíîé äëèíîé îïèñ àíèÿ

Íà óðîâíå ãèïî òåç îøèáê à îáîáùåíèÿ òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå íàøà ãè-
ïî òåçàïîðî æäåíèÿäàííûõ P (D jh ) ê èñòèííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
P (D jh0 ). Îò ëè÷èåìåæäó íèìè, ïî ìåðå Êóëáàêà-Ëåáëåðà,ðàâíî:

jP (D jh ) � P (D jh0 )j =
X

D

P (D jh0 ) log
P (D jh0 )
P (D jh )

=

=
X

D

P (D jh0 ) [L (D jh ) � L (D jh0 )] > 0 ;

ãäå ýìïèðè÷å ñêèé ðèñê L (D jh ) = � logP (D jh ) àääèòèâåí ïî ÷èñëó
ïðèìåðîâ è ïðîïîðöèîíà ëåí ýìïèðè÷å ñêîé îøèáê å.Óñðåäíåííûé ïî áåñ-
êîíå ÷íî ìó íàáîð ó âûáîðîê î æèäàåìûé ðèñê

P
D P (D jh0 ) L (D jh ) ñî-

î òâåòñòâóåòîøèáê å îáîáùåíèÿ.
Èìåííî ýòó ïî ñëåäíþþ (íåíàá ëþäàåìóþ!) âåëè÷èíó ìû õî òåëèáû

ìèíèìèçèðîâ àòüâ ïðîöå ññå îáó÷åíèÿ.
Àñèìïò î òè÷åñêè,ñ ðî ñòî ì îá úåì à âûáîðêè ýìïèðè÷å ñêèéðèñêñòðå-

ìèò ñÿ ê î æèäàåìîìó , íî ïðè êîíå ÷íî ì ÷èñëåïðèìåðîâ ýòî ðàçíûå ñóù-
íî ñòè,è ìèíèìèçàöèÿ î äíîã î íå îá ÿçàòåëüíî ïðèâî äèò ê ìèíèìèçàöèè
äðóãîãî.

Öåëüðåãóëÿðèçàöèè� ââåñòèíîâ óþ èçìåðèìóþ âåëè÷èíó, ðåãóëÿðè-
çèðîâàííûé ðèñê, êî òîðàÿ âåëàáû ñåáÿ àíàëîãè÷íî íåíàá ëþäàåìî ìó î æè-
äàåìî ìó ðèñêó. Â áàéåñîâñêî ì ïî äõî äå ðåãóëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíà ë
ïðèíèì àåòâèä àïðèîðíîé âåðîÿòíî ñòèãèïî òåç P (h). Ïðè ýòî ì ì àêñè-
ìèçèðóåòñÿ ñîâìå ñòíàÿ âåðîÿòíî ñòüäàííûõ è ãèïî òåçû, ò.å. ìèíèìèçè-
ðóåòñÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííûé ðèñêâèäà:

L (D ; h) = � logP (D ; h) = � logP (D jh ) � logP (h) :

6Ì î äåëè, êîòî ðûå â ï ðèíö èï å ì î ãóòîá úÿñíèòü ëþáûå äàííû å, Ê. Ï î ïï åð ï ðåäëàãàë
ñ÷èòàòü ¾íåí àó÷íûìè¿, òàê êàê íèêàêî é ýêñï åðèì åíò í å â ñîñòî ÿíèè èõ î ï ðî âåðãíóòü.
Ï î Áàéåñó, â ñèëó óñëî âèÿ í î ðìè ðî âêè, èõ Evidence äåéñòâèòåëüí î ñòðåìèòñ ÿ ê íó ëþ.
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Ïàðàìåò ðû ðåãóëÿðèçàöèèìî æíî ïî äáèðàòü,èñõî äÿ èç îöåíîê î æè-
äàåìîã î ðèñêà, ò.å. ìåòî äî ì âàëèäàöèèñî âñåìè åãî íåäî ñòàòêàìè, óïî-
ìÿíóòûìè âî Ââåäåíèè. Ñóùåñòâóåò, î äíàêî, òåîðåòè÷åñêè îáî ñíîâ àí-
íûé ¾âíóòðåííèé¿ êðèòåðèéâûáîðà ôóíêöèîíà ëàP (h), î ñíîâ àííûé íà
ïðèíöèïå ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñ àíèÿ (Minimum Description Length),
òåñíî ñâÿçàííûé ñáàéåñîâñêèì ïî äõî äî ì. Äåëî â òî ì, ÷òî ýìïèðè÷å ñêèé
ðèñêL (D jh ) = � logP (D jh ) ìî æíî òðàêòîâàòüêàêäëèíó îïòèì àëüíî-
ãî êî äèðîâàíèÿ äàííûõ ñ ïî ìîùüþ ãèïî òåçû h, à L (h) = � logP (h) �
êàêäëèíó êî äèðîâàíèÿ ñàìîé ýòîé ãèïî òåçû. Òàêèì îáðàçî ì, ðåãóëÿðèçè-
ðîâàííûé ðèñêïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñóìì àðíóþ äëèíó îïèñ àíèÿ äàííûõ
è ãèïî òåçû L (D ; h) = L (D jh ) + L (h) ; à åãî ìèíèìèçàöèÿ ñîî òâåòñòâó-
åò ïîèñê ó íàèáî ëåå êî ìïàê òíîã î ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ. Îê àçûâàåòñÿ,
èìåííî ñóìì àðíàÿ äëèíà îïèñ àíèÿ è îïðå äåëÿåòêà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèé,
îãðàíè÷èâàÿ ñâåðõó î æèäàåìûé ðèñê.Ýòî ò ôóíäàìåíò àëüíûé ôàêò áûë
î òêðûòÐèññàíåíî ì [Rissanen1978]:÷åì êîðî ÷åñóìì àðíàÿ äëèíà îïèñ à-
íèÿ, òåì ëó÷øå îáîáùàþùàÿ ñïî ñîáíî ñòüãèïî òåçû (ñì. Ïî äðîáíî ñòè)7.

Îïòèì àëüíàÿ ïî Áàéåñó ãèïî òåçà äàåòïî îïðå äåëåíèþ êàê ðàçíàè-
áî ëååêî ìïàê òíî å ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ â ðàìêàõâûáðàííîé ìî äåëè:

hM D L = argmin
h

L (D ; h) = argmax
h

f logP (h jD ) + logP (D)g = hM P :

Òî æå ñàìî å ñïðàâåäëèâî è íà óðîâíå ìî äåëåé.Ì î äåëü, íàèáî ëåå
êî ìïàê òíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ äàííûå, îá ëàäàåòè íàèëó÷øåé îáîáùàþ-
ùåé ñïî ñîáíî ñòüþ.Òàêèì îáðàçî ì, ì àêñèìèçàöèÿ Evidenceñîî òâåòñòâó-
åò ïðèíöèïó ìèíèì àëüíîé äëèíû îïèñ àíèÿ, íî òî ëüêî ïðèìåíèòåëüíî
ê àíñàìá ëþ ãèïî òåç. Ïðè÷åì, äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ ñ ïî ìîùüþ âñåãî
àíñàìá ëÿ ìåíüøå, ÷åì äëèíà îïèñ àíèÿ ñ ïî ìîùüþ íàèëó÷øåé ãèïî òåçû:

L (D jH ) = � logP (D jH ) =

= � log
X

h

exp[� L (D ; h jH )] < L (D ; hM P jH ) ;

ïî ñêî ëüêó ëþáîé ÷ëåí ñóììû ïî ëîæèòåëüíûõñëàãàåìûõ ïî ä ëîãàðèô-
ìî ì ìåíüøå, ÷åì âñÿñóìì à.Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî Ðèññàíåíó , è îáîá-

7Êà÷åñòâåíí î, ýòî ñëåäóåòèç òåîðèè ñëî æí îñòè Êî ëì î ãîðî âà, ñî ãëàñí î êîòî ðî é ñëó-
÷àéíû å äàííû å í åñæèì àåìû. Ñæàòèå âî çì î æí î ëèøü ï ðè í àëè÷èèñêðûòûõ çàêî í î ì åð-
í îñòåé, è ÷åì áî ëüø åãî ñæàòèÿ óäàåòñÿ äîñòè÷ü ñ ï î ì î ùü þ í åêîòî ðî é ãèï îòåçû, òåì
ì åí åå âåðî ÿòí î, ÷òî ýòî ï ðîñòàÿ ñëó÷àéíîñòü.
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ùàþùàÿ ñïî ñîáíî ñòü ïðåäñêàçàíèé ñ ïî ìîùüþ àíñàìá ëÿ âûøå, ÷åì
îáîáùàþùàÿ ñïî ñîáíî ñòüëþáîé, äàæå íàèëó÷øåé èç åãî ãèïî òåç!

Òàêèì îáðàçî ì ìî æíî, íå îáðàùàÿñü ê ýìïèðè÷å ñêèì ìåòî äèêàì
îöåíêè îøèáêè îáîáùåíèÿ, âûáèðàòü ìî äåëüñ ìèíèì àëüíîé îøèáê îé
îáîáùåíèÿ, à èìåííî òó, êî òîðàÿ îïèñûâ àåòäàííûå íàèáî ëååêî ìïàê ò-
íûì îáðàçî ì. Â ýòî ì è ñîñòîèò ñóòüáàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè,â êî òî-
ðîé ìî äåëüïðåäñòàâëåíà àíñàìá ëåì ãèïî òåç.

Çäåñü îïÿòü óìå ñòíî îáðàòèòüñÿê òåðìî äèíàìè÷å ñêîé àíàëîãèè. Â
òåðìèíàõ äëèíû îïèñ àíèÿ ôîð ìó ëó Áàéåñà ìî æíî çàïèñàòüâ âèäåêàíî-
íè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,èçâåñòíîãî èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè:

P (h jD ; H ) =
1

P (D jH )
exp[� L (D ; h jH )] ;

P (D jH ) =
X

h

exp[� L (D ; h jH )] :
(3)

Çäåñü â êà÷åñòâå áåçðàçìåðíîé ¾ýíåðãèè¿ãèïî òåçû h âûñòóïàåò ñóì-
ì àðíàÿ äëèíà îïèñ àíèÿ L (D ; h jH ), à ¾ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå¿ ñîî òâåò-
ñòâóåòEvidenceP (D jH ). Äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ ìî äåëüþ L (D jH ) =
� logP (D jH ) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãî ì ¾ñâîáî äíîé ýíåðãèè¿.

Òàêèì îáðàçî ì, ì àêñèìèçàöèÿ Evidenceýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè
äëèíû îïèñ àíèÿ äàííûõ ìî äåëüþ è ñîî òâåòñòâóåòìèíèìèçàöèè ñâîáî ä-
íîé ýíåðãèè â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå8. Ýòó òåðìî äèíàìè÷å ñêóþ àíàëî-
ãèþ ìû èñïî ëüçóåì ïðè âûâî äå èòåðàöèîííîã î àëãîðèòì à áàéåñîâñêîãî
îáó÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

EM-àëãîðèòì

Áàéåñîâñêî å îáó÷åíèå ìî æíî ïðîâ î äèòü èòåðàöèîííî: ïðè äàííûõ ïà-
ðàìåòðàõðåãóëÿðèçàöèèH t îöåíèòü âåðîÿòíî ñòèãèïî òåç P t (h jD ; H t ),
ì àêñèìèçèðóÿ ñîî òâåòñòâóþùóþ Evidence,ïî äïðàâèòüïàðàìåòðû ðåãó-
ëÿðèçàöèèH t +1 , è òàêäàëåå.Ðàññìîòðèì ýòî òâåñüìàðàñïðî ñòðàíåííûé
ñïî ñîá îáó÷åíèÿ íå ñêî ëüêî ïî äðîáíåå.

8À òàêæå ì àêñèìè çàöèè ýíòðî ïèè ï ðè çàäàííûõ î ãðàíè÷åíèÿõ (í àï ðèì åð, ï ðè çà-
äàíí î ì çí à÷åíèè ñðåäí åé ýí åðãèè).
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Îïòèìèçàöèÿ ìî äåëè,ò.å. ìèíèìèçàöèÿ äëèíû îïèñ àíèÿ

L (D jH ) = � log
X

h

P (D; h jH ) ;

ïî äðàçóìåâ àåòâû÷èñëåíèå¾ñòàòñóììû¿ Evidence.Èçáåæàòüýòîé íåïðî-
ñòîé îïåðàöèè ìî æíî, âî ñïî ëüçîâàâøèñü àíàëîãèåé ñî ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêîé, ñîãëàñíî êî òîðîé ¾ñâîáî äíàÿ ýíåðãèÿ¿L (D jH ) äî ëæíà áûòü
ðàâíà ðàçíèöåóñðåäíåííîé ïî êàíîíè÷å ñêî ìó ðàñïðåäåëåíèþ ¾ýíåðãèè¿
L (D ; h jH ) è ýíòðîïèè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñîî òâåòñòâèèñ ýòèì,
îïðå äåëèì ôóíêöèîíà ë ñâîáî äíîé ýíåðãèèñëåäóþùèì îáðàçî ì:

F (P; H ) = hL (D ; h jH )i P � S (P) =

=
X

h

P (h) [� logP (D ; h jH ) + logP (h)] ; (4)

ãäå óñðåäíåíèå ïðîâ î äèòñÿ ïî íåèçâåñòíîé ïîê à ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ P (h) â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç. Ìèíèìó ì ýòîãî ôóíêöèîíà ëàäî ëæåí,
ïî èäåå,äî ñòèãàòüñÿäëÿ àïî ñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Áàéåñà è ñîâïà-
äàòüïðè ýòî ì ñ äëèíîé îïèñ àíèÿ L (D jH ). Äåéñòâèòåëüíî,â ýòî ì ëåãêî
óáåäèòüñÿ,ïåðåïèñàâôóíêöèîíà ë (4) â ýêâèâàëåíòíî ì âèäå:

F (P; H ) = L (D jH ) +
X

h

P (h) log
P (h)

P (h jD ; H )
:

Âòîðîé ÷ëåí çäåñü ñîî òâåòñòâóåò ðàññòî ÿíèþ Êóëáàêà ìåæäó P (h) è
àïî ñòåðèîðíûì áàéåñîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, î òêóäà è ñëåäóåò, ÷òî

argmin
P

F (P; H ) = P (h jD ; H ) ; min
P

F (P; H ) = L (D jH ) :

Òàêèì îáðàçî ì, öåíîé ââåäåíèÿ äîïî ëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé P (h) ìû
èçáàâèëèñüî ò ñóììèðîâ àíèÿ ïî ä çíàêî ì ëîãàðèôì à. Ñóììèðîâ àíèå ëî-
ãàðèôìîâ ïðè óñðåäíåíèè � ïî òåíöèàëüíî ãîðàçäî áî ëååïðî ñòàÿçàäà÷à.
Ê òî ìó æå, ðåøåíèå äëÿ P (h) äàåòñÿ â ÿâíî ì âèäåôîð ìó ëîé Áàéåñà.

Íà ýòî ì ôàêòåñòðîèòñÿñëåäóþùàÿ ñõåì à ïî ñëåäîâàòåëüíîé ìèíèìè-
çàöèèñâîáî äíîé ýíåðãèè,ñîäåðæàùàÿíà êàæäîéèòåðàöèèäâàýòàïà � íà
óðîâíå ãèïî òåçè íà óðîâíå ìî äåëåé.Ïî íàçâàíèþ ñâîèõ ýòàïîâ ýòî òàëãî-
ðèòì îáó÷åíèÿ èçâåñòåí êàêExpectationMaximization, èëè EM-àëãîðèòì.
À èìåííî:
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� ýòàï Expectation:
P t (h) = argmin

P
F (P; H t );

� ýòàï Maximization:
H t +1 = argmin

H
F (P t ; H ).

Òàêèì îáðàçî ì, íà êàæäîì ýòàïå ìû ôèêñèðóåì î äíó ãðóïïó ïàðà-
ìåòðîâ è îïòèìèçèð óåì äðóãóþ. Ýòè ýòàïû ïîâ òîðÿþ òñÿ, ïîê à àëãîðèòì
íå ñîéäåòñÿ. Ñõî äèìî ñòüEM-àëãîðèòì à ãàðàíòèðóåòñÿ òåì, ÷òî ñâîáî ä-
íàÿ ýíåðãèÿ (äëèíà îïèñ àíèÿ) îãðàíè÷åíà ñíèçó è íà êàæäîì øàãå íå
âîçðàñòàåò.

Íàçâàíèÿ ýòàïîâ îïðå äåëÿåòñÿ èõ ñîäåðæàíèåì.
Íà ýòàïå Expectation ïðîèçâ î äèòñÿ îöåíê à àïî ñòåðèîðíîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïî òåç ïðè òåêóùèõ ïàðàìåòðàõ ðåãóëÿðèçàöèè.Îòâ åò
äàåòñÿ ôîð ìó ëîé Áàéåñà:

P t (h) =
P (D ; h jH t )
P (D jH t )

:

Íà ýòàïå Maximization ïðîèçâ î äèòñÿ óòî ÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿ-
ðèçàöèèïóòåì ìèíèìèçàöèè óñðåäíåííîé ïî íàéäåííî ìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ¾ýíåðãèè¿(ïî ñêî ëüêó ýíòðîïèÿ íå çàâèñèòî ò H ):

H t +1 = argmin
H

hL (D ; h jH )i P t = argmax
H

hlogP (D ; h jH )i P t :

Çàìåòèì, ÷òî êàêè ëþáîé äðóãîé ãðàäèåíòíûé ñïî ñîá îáó÷åíèÿ, EM-
àëãîðèòì ñõî äèòñÿ ê ëîêàëüíî ìó ìèíèìó ìó , íå îá ÿçàòåëüíî ñîâïàäàþ-
ùåìó ñ ãëîáàëüíûì.

Ðåçþìå

Â ýòî ì ðàçäåëåìû ðàññìî òðåëèî ñíîâû áàéåñîâñêîé òåîðèè ðåãóëÿðèçà-
öèè îáó÷åíèÿ, íå èñïî ëüçóþùåé ïðîöå äóðó êðîññ-âàëèäàöèè.Ýòî ò ïî ä-
õî ä ïî ñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàåòèìåþùóþñÿ â äàííûõ èíôîð ì àöèþ, èñ-
õî äÿ èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ òåîðèè âåðîÿòíî ñòè.

Ì î äåëüïîðî æäåíèÿ äàííûõ â áàéåñîâñêîé òðàêòîâêå ïðåäñòàâëåíà
àíñàìá ëåì ãèïî òåç. Îá ó÷åíèå óâåëè÷èâàåò íàøå çíàíèå î òíî ñèòåëüíî
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òàêîé ìî äåëè.Åìó ïðåäøåñòâóåòíåêèé àïðèîðíûé àíñàìá ëü ãèïî òåç, à
ðåçóëüòàòî ì ÿâëÿåòñÿ áî ëååêî ìïàê òíûé àïî ñòåðèîðíûé àíñàìá ëü ãèïî-
òåç.Ïðå äñêàçàíèÿìî äåëèïî äðàçóìåâ àþòóñðåäíåíèå ïî ýòî ìó àíñàìá ëþ.
Ïðè ýòî ì, êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèé àíñàìá ëÿ âûøå, ÷åì êà÷åñòâî ïðåäñêà-
çàíèÿ åãî íàèëó÷øåé ãèïî òåçû. Îïòèì àëüíî ìó àïî ñòåðèîðíî ìó àíñàìá-
ëþ ñîî òâåòñòâóåòì àêñèì àëüíàÿ Evidence.

Ìû îáñóäèëè òàêæå ýêâèâàëåíòíî ñòüôîð ìó ëû Áàéåñà ïðèíöèïó ìè-
íèì àëüíîé äëèíû îïèñ àíèÿ äàííûõ, à òåì ñàìûì è ñâÿçüáàéåñîâñêîãî
ïî äõî äà ñ ìèíèìèçàöèåé îøèáêè îáîáùåíèÿ, ïî ñêî ëüêó èìåþ òñÿ ñòðî-
ãèåðåçóëüòàòû, ñîãëàñíî êî òîðûì óìåíüøåíèå äëèíû îïèñ àíèÿ äàííûõ
ñîïðîâ î æäàåòñÿ óìåíüøåíèåì îøèáêè îáîáùåíèÿ.

Íàê îíåö, ìû îïèñ àëè êîíêðåòíûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ, ðåàëèçóþùèé
èäåèáàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.Íà î ÷åðåäè � ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îá-
ùåé òåîðèè ê ðàçëè÷íûì êëàññàì çàäà÷.

Èñòîðèÿ è áèáëèîãðàôèÿ

Ñòàòèñòè÷åñêî å ñðàâíåíèå è ïðîâ åðêà ãèïî òåç ïî ÿâèëèñüâ íàó÷íî ì àð-
ñåíàëå â XVIII âåêå. Ïèîíåðî ì çäåñü ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìî ìó , àíãëèé-
ñêèé ì àòåìàòèê,âðà÷ è ïèñàòåëüÄæîí Àðáóòíî ò, êî òîðûé î òâåðãåñòå-
ñòâåííóþ ãèïî òåçó î ðàâíîâåðîÿòíî ñòè ðîæäåíèÿ ì àëü÷èêîâ è äåâî ÷åê
íà î ñíîâ àíèè äåìîãðàôè÷åñêèõäàííûõ, ñîãëàñíî êî òîðûì çàâñå 82 ãî äà
íàáëþäåíèÿ ì àëü÷èêîâ ðîæäàëî ñüáî ëüøå, ÷åì äåâî ÷åê.Àðáóòíî ò àðãó-
ìåíòèðîâ àë ñâîè âûâî äû òåì, ÷òî åñëèáû âåðîÿòíî ñòüðîæäåíèÿì àëü÷è-
êîâ áûëà 1

2 , òî äàííàÿ âûáîðêà èìåëà áû èñ÷åçàþùå ì àëóþ âåðîÿòíî ñòü
2� 82.

Â 1734ãî äó Ôðàíöóçñêàÿ àêàäåìèÿ ïðèñóäèëàïðåìèþ çàèññëåäîâà-
íèÿ ïî îðáèòàì ïëàíåò Äàíèèëó Áåðíóëëè. Ïî äîáíî Àðáóòíî òó, Áåðíóë-
ëè î òâåðããèïî òåçó î ñëó÷àéíîñòè îðáèò ïëàíåò, èçó÷àÿðàñïðåäåëåíèå
ïåðåñå÷åíèÿ èõ î ñåé ñ åäèíè÷íîé ñôåðîé. Ïîç æå, â 1812 ãî äó, Ëàïëàñ
ïîê àçàë, ÷òî îðáèòû êî ìåò, íà ïðî òèâ,ðàâíî ìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ýòîé
ñôåðå,÷åì îáî ñíîâ àë ãèïî òåçó î òî ì, ÷òî êî ìåòû ÿâëÿþòñÿïðèøåëüöàìè
èç âíåøíåã î êî ñìî ñà, à íå ýëåìåíò àìè Ñî ëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ïðåïî äîáíûé Òî ì àñÁàéåñ,ó÷åíèê äåÌ óàâðà,äîêàçàë ñâîþ çíàìåíè-
òóþ òåîðåìó ãäå-òî îêî ëî 1750ãî äàïðè ðàññìî òðåíèè çàäà÷è,¾îáðàòíîé
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ïðîá ëåìå Áåðíóëëè¿.Èìåëñÿ â âèäó ßêîá Áåðíóëëè9, àâòîð î ñíîâ îïî-
ëàãàþùåãî òðàêòàòà ïî òåîðèè âåðîÿòíî ñòåéÈñêóññòâî ïðåäïî ëî æåíèé
(Acta conjectandi, 1713). Îïó áëèêîâàíà ðàáîòà Áàéåñà áûëà ëèøü ïî ñëå
åãî ñìåðòè [1] (Bayes,1763).Ñîâðåìåííûé âèä,êàêè ñâî å èìÿ, òåîðåì à
ïðèîáðåëà â òðóäàõËàïëàñà [19] (Laplace,1819).

Íå ñìî òðÿ íà ñâîþ ïðî ñòî òó è î ÷åâèäíî ñòü,îíà ñòàëà íàñòî ÿùèì ÿá-
ëîêî ì ðàçäîðà â ì àòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ñïîðû âîêðóãååïðàêòè÷å-
ñêîé ïðèìåíèìî ñòè íå çàòèõàþò äî ñèõ ïîð. Ïðî òèâíèêè áàéåñîâñêîé
ñòàòèñòèêèñ÷èòàþò ååáåñïî ëåçíîé â ñèëóïðîèçâ î ëüíî ñòèâûáîðà àïðè-
îðíûõ âåðîÿòíî ñòåé.Â èòîãå,äî ëãî åâðåìÿ ýòàòåîðåì àáûëàïðàêòè÷åñêè
èñêëþ÷åíà èç ñòàòèñòè÷åñêèõèññëåäîâàíèé 10.

Îïðå äåëÿþùèì ïðèíöèïî ì â ñòàòèñòèêå, íà÷èíàÿ ñ 20-õ ãî äîâ XX
âåêà, ñòàë ïðèíöèï íàèáî ëüøåãî ïðàâäîïî äîáèÿ Ðîíà ëüäàÔèøåðà [7]
(Fisher, 1912). Íàèáî ëåå ïðàâäîïî äîáíûå îöåíêè äåéñòâèòåëüíîîá ëà-
äàþò ðÿäîì ïðèâëåêàòåëüíûõ àñèìïò î òè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè äàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (D jh0 ), íàèáî ëåå ïðàâäîïî äîá-
íàÿ îöåíê à ãèïî òåçû hM L àñèìïò î òè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàê íîð ì àëüíàÿ
âåëè÷èíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì h0 è ìèíèì àëüíî âîçìî æíîé äèñïåðñè-
åé / 1/ N . Èíûìè ñëîâàìè, ñòàòèñòèêà Ôèøåðà áûëà àñèìïò î òè÷åñêîé
òåîðèåéè áàéåñîâñêèéïî äõî ä áûë åé èäåéíî ÷óæä.

Îãðàíè÷åííî ñòüäàííûõ, êàê ìû çíàåì, íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ,êîãäà
äëèíà èõ îïèñ àíèÿ ñòàíîâèò ñÿ ñðàâíèìîé ñ äëèíîé îïèñ àíèÿ ãèïî òåç. Â
ýòî ì ñëó÷àåè òðåáóåòñÿîáðàùåíèå ê áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.Ôèøå-
ðîâñêàÿ æå ñòàòèñòèêà ïðåäïî ëàãàëàñðàâíåíèå ãèïî òåç, îïðå äåëåííûõ ñ
òî ÷íî ñòüþäî êîíå ÷íîã î, îáû÷íî íåáî ëüøîãî, ÷èñëàïàðàìåòðîâ, íà î ñíî-
âàíèè ñòðåìÿùåãî ñÿ ê áåñêîíå ÷íî ñòè÷èñëàïðèìåðîâ.

Â ïî ñëåäíåé òðåòèXX âåêà ðàçâèòèåñòàòèñòèêèøëî ïî ïóòè ïî ñòå-
ïåííîã î î òêàçàî ò ýòèõîãðàíè÷åíèé. Àñèìïò î òè÷åñêèéïî äõî ä ñìåíèëñÿ
àíàëèçî ì îáó÷åíèÿ íà êîíå ÷íûõ âûáîðêàõ, à æåñòêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
ãèïî òåç� îáùèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êëàññôóíêöèé, â êî òîðûõ î òûñ-
êèâàåòñÿ ðåøåíèå. Ñìåíà ôèøåðîâ ñêîé ïàðàäèãìû çàâåðøèëàñüê 80-ì
ãî äàì.

9Äÿäÿ óï î ìÿíóòî ãî âûø å Äàíèèë à Áåðíó ëëè.
10Õîòÿ, áûëî èçâåñòíî, ÷òî ðî ëü âûáî ðà àï ðèî ðíûõ î ãðàíè÷åíèé ì î æí î ñâåñòè ê

íó ëþ, åñëè èñï î ëüçîâàòü àï îñòåðèî ðíû å âåðî ÿòí îñòè îò ï ðåäûäóù èõ ýêñï åðèì åíòî â â
êà÷åñòâå àï ðèî ðíûõ âåðî ÿòí îñòåé äëÿ ï îñëåäóþù èõ [24] (Mis es, 1939).
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Îá ëèê íîâ îé òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ îïðå äåëèëè÷åòûðå
î òêðûòèÿ,ñäåëàííûå â 60-åãî äû [35] (Vapnik,1995):

� íåïàðàìåò ðè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà îçíàìåíîâ àëà î òêàçî ò æåñòêîãî ðå-
ãëàìåíòèðîâ àíèÿ ôóíêöèîíà ëüíîã î âèäàðåøåíèÿ [26] (Parzen,1962),
[31] (Rosenblatt,1956),[48] (×åíöîâ, 1962);

� ìåòî ä ðåãóëÿðèçàöèèýôôåêòèâíî ñóæàåòêëàññðåøåíèé áåç èõ
æåñòêîé ïàðàìåòðèçàöèè[47] (Òèõîíîâ, 1963),[43] (Èâàíîâ, 1962),
[28] (Phillips, 1962);

� íå àñèìïò î òè÷åñêàÿòåîðèÿðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ñâÿçûâàåòðàçíî-
îáðàçèåìíî æåñòâàãèïî òåç,íà êî òîðî ì ïðîèñ õî äèòïîèñê ðåøåíèÿ,
ñ îøèáê îé îáîáùåíèÿ [41], [42] (Âàïíèê, 1968è 1974);

� òåîðèÿàëãîðèòìè÷å ñêîé ñëîæíî ñòèñâÿçûâàåòðàçíîîáðàçèå è ñëîæ-
íî ñòüìíî æåñòâñäëèíîé îïèñ àíèÿ ïîðî æäàþùèõ èõ ïðîãðàìì [17]
(Kolmogoroff, 1965),[33] (Solomonoff, 1960),[4] (Chaitan,1966).

Áàéåñîâñêèéïî äõî ä, óæå äîêàçàâøèéê òî ìó âðåìåíè ñâîþ ïðàêòè÷å-
ñêóþ ïî ëüçó, ïðåêðàñíî âïèñàëñÿâ íîâûé ñòèëüìûøëåíèÿ. Îí, êàê ìû
óáåäèëèñü,òåñíåéøèì îáðàçî ì ñâÿçàí ïðàêòè÷åñêèñî âñåìè ñîñòàâëÿþ-
ùèìè íîâ îé òåîðèè îáó÷åíèÿ. Íàñòî ëüêî òåñíî, ÷òî èìÿ ïðåïî äîáíîã î
Áàéåñà ñòàëî ñåãî äíÿ î äíèì èç íàèáî ëåå÷àñòî óïî òðåáëÿåìûõ â òåîðèè
îáó÷åíèÿ.

Íà ïðàêòèêåáàéåñîâñêî åñðàâíåíèåìî äåëåéïðèìåíÿë åùå êåìáðèäæ-
ñêèéãåîôèçèê ñýðÄæåôôðèñ,íå àêöåíòèðóÿ âíèì àíèå íà òî ì, êàêîé Prior
¾èñòèííûé¿ [13] (Jeffreys, 1939). Â êî ìïüþ òåðíóþ ýðó, ïî ìåðå íàêîï-
ëåíèÿ áàçäàííûõ, áàéåñîâñêî å ñðàâíåíèå ìî äåëåéçàâî åâûâàåòïîïó ëÿð-
íî ñòüâ ýêîíî ìåòðèêå [40] (Zellner, 1984),ãåîôèçèêå [27] (Patrick,1982),
îáðàáî òêå ñèãíàëîâ, òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ [8] (Gull, 1988),[32]
(Skilling, 1991), [10] (Hanson,1991) è äðóãèõ îá ëàñòÿõ. Â êà÷åñòâå îá-
çîðíûõ ìî æíî ïîðåê î ìåíäîâ àòüðàáîòû [16] (Kashyap,1977),[12] (Janes,
1986),[21] (Loredo,1989)11.

ÅÌ-à ëãîðèòì âïåðâûå ïî äðîáíî îáñóæäàëñÿ ñ ïîçèöèè íåïî ëíîã î
îïèñ àíèÿ äàííûõ â ñòàòüå[5] (Dempster, 1977). Ãðàäèåíòíûé õàðàêòåð

11Äî ï î ëíèòåëüíû å ì àòåðèàëû ì î æí î í àéòè í à ñàéòåáàéåñî âñêî ãî îá ù åñòâà
URL: http://www .bayesian.org
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ÅÌ-à ëãîðèòì à áûë âûÿâëåí â ðàáîòå[25] (Neal,1999),ãäå, ïî-âèäèìî ìó
âïåðâûå, áûëà ïðåäëîæåíà åãî ôîð ìó ëèðîâêà ÷åðåç ìèíèìèçàöèþ ôóíê-
öèè ñâîáî äíîé ýíåðãèè.

Îöåíê à ïàðàìåò ðî â ïî Áàéåñó. Ñåìü ðàç î òìåðü. . .

Êàê ãîâ îðèòñÿ, ¾ñåìü ðàçî òìåðü � î äèí î òðåæü¿.Ñïðàøèâàåòñÿ: ¾Âêà-
êî ì ìå ñòåðåçàòü¿?Â äàííî ì ðàçäåëåìû ðàññìî òðèì ýòî ò âîïðî ñ ñ ïî-
çèöèéáàéåñîâñêîãî îáó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó îöåíêè ïàðàìåòðîâ.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ íàáîð d-ìåðíûõ âåêòîðîâ: D =

�
y (1) ; : : : ; y (N )

	
�

ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñ ïîãðåøíî ñòüþäëÿ íåêî òîðîé âåëè÷èíû. Ìû ïî-
ëàãàåì,÷òî ïîãðåøíî ñòèâíî ñÿòñÿ íåêèì ñëó÷àéíûì øóìî ì, ò. å. ìî äåëü
ïðîèñ õî æäåíèÿäàííûõ èìååò âèä:

P (y jh; H ) = h + � (H ) ;

ãäå � � ìî äåëüøóìîâûõ ïîãðåøíî ñòåé,à ðî ëü ãèïî òåçû h èãðàåòíàøà
îöåíê à h èñòèííîã î çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Ïî ñìî òðèì ñíà÷àëà, êàê âëèÿåòâûáîð ìî äåëèèñêàæåíèÿ äàííûõ H
íà îöåíê ó ïàðàìåòðàh, ò.å.òîãî, ¾ãäåðåçàòü¿.Ñòåïåíü ñîî òâåòñòâèÿýòîé
ìî äåëèèìåþùèìñÿ äàííûì ïîê àæåòEvidence.Îíà æå áóäåòêðèòåðèåì
ñðàâíåíèÿ ðàçíûõ ìî äåëåéøóì à.

Îöåíê à ïàðàìåò ðà â ðàçíûõ ì î äåëÿõ

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòüäâå ìî äåëè� ãàóññîâ è ëàïëàñîâ øóì àìïëèò óäû
� � 1, ñîî òâåòñòâåííî:

P (y jh; � ; HG ) =
�

�
2�

� d/2

exp

0

@�
�
2

X

n;i

�
y(n )

i � hi

� 2

1

A ;

P (y jh; � ; HL ) = (� / 2)d exp
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:
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Â ñèëóíå çàâèñèìî ñòèïîãðåøíî ñòåéî òäåëüíûõ èçìåðåíèé, ïðàâäî-
ïî äîáèå îá úÿñíåíèÿ âñåãî ì àññèâà äàííûõ â îá åèõ ìî äåëÿõåñòüïðîèç-
âåäåíèå âåðîÿòíî ñòåé:

P (D jh; � ; HG ) =
�

�
2�

� N d/2

exp

0

@�
�
2

X

n;i

�
y(n )

i � hi

� 2

1

A ;

P (D jh; � ; HL ) = (� / 2)N d exp

0

@� �
X

n;i

�
�
�y(n )

i � hi

�
�
�

1

A :

Ïî Áàéåñó, âåðîÿòíî ñòíî å ðàñïðåäåëåíèåîöåíêè äàåòñÿâûðàæåíèåì:

P (h jD ; � ; H ) =
P (D jh; � ; H ) P (h)R

dh P (D jh; � ; H ) P (h)
:

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà ó íàñ íåò íèê àêèõ àïðèîðíûõ çíàíèé îá èñòèí-
íî ì çíà÷åíèè îöåíèâ àåìîã î ïàðàìåòðà,ò.å. P (h) = const. Òîãäà ìî æíî
ñ÷èòàòü,÷òî âåðîÿòíî ñòüãèïî òåç â îá åèõìî äåëÿõíàì èçâåñòíà, à íàèáî-
ëååâåðîÿòíóþ îöåíê ó ïî ëó÷àåì ïðèðàâíèâàÿ íó ëþ ååëîãàðèôìè÷åñêóþ
ïðîèçâ î äíóþ ïî h. Ëåãêî ïîê àçàòü,÷òî äëÿãàóññîâîé ìî äåëèíàèëó÷øàÿ
îöåíê à� öåíòð òÿæåñòèèìåþùèõ ñÿ èçìåðåíèé

0 =
@

@hi

X

n;i

�
y(n )

i � hi

� 2
=) hM L = hy i =

1
N

X

n

y (n ) ;

òîãäàêàêäëÿëàïëàñîâñêîé � ìå äèàíà (êîãäàäëÿêàæäîéêî ìïîíåíòû ÷èñ-
ëî èçìåðåíèé, ïðåâûøàþùèõ îöåíî ÷íî å, ðàâíî ÷èñëóèçìåðåíèé ìåíü-
øèõ îöåíî ÷íîã î):

0 =
@

@hi

X

n;i

�
�
� y(n )

i � hi

�
�
� =) hM L

i =
1
N

med
n

y(n )
i

o
:

Òàêóþ îöåíê ó íàçûâàþò åùå ðî áàñòíîé , ïî ñêî ëüêó îíà ñëàáî ÷óâñòâè-
òåëüíàê áî ëüøèì âûáðî ñàì (ëàïëàñîâñêèéøóì äîïóñê àåòãîðàçäî áî ëü-
øèå âûáðî ñû, ÷åì ãàóññîâ).

Çàìåòèì, ÷òî îá å îöåíêè íå çàâèñÿòî ò àìïëèò óäû øóì à. Î äíàêî,
÷òîáû âûáðàòüêàêàÿèç íèõ áî ëüøå ñîî òâåòñòâóåòðåàëüíî ñòè,íàì íåîá-
õî äèìî âû÷èñëèòüEvidence,êî òîðàÿ çàâèñèòî ò ýòîãî ïàðàìåòðàìî äåëè.

Ïîê àæåì êàêýòî äåëàåòñÿ íà ïðèìåðå ãóàññîâîé ìî äåëè.
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Îöåíê à øó ì à

Ëîãàðèôì Evidenceäëÿ ãàóññîâîé ìî äåëèðàâåí:

ln P (D j� ; HG ) = ln
Z

dh P (D jh; � ; HG ) =

=
(N � 1) d

2
ln

�
�
2�

�
�

d
2

ln N �
� N d

2
� 2

y ;

ãäå � 2
y �

� �
y(n )

i

� 2
�

�
D

y(n )
i

E2
� ðàçáðîñ çíà÷åíèé êàæäîé êî ìïîíåíòû

èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Îò ñþäà îïòèì àëüíàÿ îöåíê à óðîâíÿ øóì à äëÿ
ãàóññîâîé ìî äåëè:

0 =
@

@�
ln P (D j� ; HG ) =) � � 1

G =
N

(N � 1)
� 2

y : (5)

Êàêâèäèì, íàèáî ëååïðàâäîïî äîáíî å çíà÷åíèå äèñïåðñèèñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû íå ñêî ëüêî áî ëüøå ååýìïèðè÷å ñêîé îöåíêè. Èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ
îöåíê à äèñïåðñèè� íåñìåù åííàÿ , ò.å. ååñðåäíåå ïî ðàçëè÷íûì âûáîð-
êàì ðàâíî èñòèííî ìó , è íà ìíîãèõ êàëüêóëÿòîðàõ äàæå ââåäåíà ñïåöè-
àëüíàÿ ôóíêöèÿ � N � 1 äëÿ ýòîé îöåíêè äèñïåðñèè.

Ëîãàðèôì Evidenceîïòèì àëüíîé ãàóññîâîé ìî äåëèðàâåí, òàêèì îá-
ðàçî ì:

ln P (D j� G ; HG ) =
(N � 1) d

2
ln

�
(N � 1)
2� eN� 2

y

�
�

d
2

ln N :

Ïåðâ î å ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíà ëüíî å ÷èñëó äàííûõ, åñòü äëèíà îïè-
ñàíèÿ äàííûõ â ðàìêàõ îïòèì àëüíîé ìî äåëè, à âòîðî å� äëèíà îïèñ à-
íèÿ îïòèì àëüíîé ìî äåëè.Çàìåòèì, ÷òî òàêî å âûðàæåíèå äëÿ îïòèì àëü-
íîé ñëîæíî ñòèìî äåëèÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì 12. Êàê ïîê àçàë Ðèññàíåí
[Rissanen1978], â ëþáîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìî äåëè ñðåäíåå ÷èñëî áèò,
ïðèõî äÿùååñÿ íà îïèñ àíèå î äíîã î ïàðàìåòðà îïòèì àëüíîé ìî äåëè,ðàâ-
íî log

p
N . Äåéñòâèòåëüíî,íåò íó æäû òðàòèòüëèøíèå áèòû, çíàÿ, ÷òî

îøèáê à îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìî äåëèóáûâàåòñî ñêîðî ñòüþ / 1
. p

N .

12Ýòîò ÷ëåí ñ í åèçáåæí îñòüþ âî çíèêà åòï ðè âçÿòèè d-ì åðí î ãî èíòåãðàëà äëÿ Evidence
(ñì. Ï î äðîá í îñòè, ï àðàãðàô îá èí ôî ðì àöèî ííûõ êðèòåðèÿõ).
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Ïðî âåðêà àïðèîðíûõ ãèïî òåç

Ðàññìîòðèì òåïåðüäðóãóþ çàäà÷ó. Äîïóñòèì, ÷òî êàêî å-òî çíà÷åíèå îöå-
íèâàåìîã î âåêòîðà àïðèîðè âûäåëåíî, íà ïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ íåêèì òåî-
ðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèåì, ïî äëåæàùèì ýêñïåðèìåíò àëüíîé ïðîâ åðêå.
Ïåðåíå ñÿíà÷àëî êîîð äèíàòâýòî âûäåëåííî åçíà÷åíèå, íàøó çàäà÷óìî æ-
íî ñôîð ìó ëèðîâàòüñëåäóþùèì îáðàçî ì. Ìû õî òèì ïðîâ åðèòüãèïî òåçó
h0 : h = 0, ïðî òèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïî òåçû h1 : h 6= 0. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðèíöèï Maximal Likelihood çäåñüíå ïî äõî äèò, òàêêàêñîãëàñíî åìó
ãèïî òåçàh0 âûèãðàåòëèøü â ñëó÷àåhy i = 0, èìåþùåì íó ëåâóþ âåðîÿò-
íî ñòü.ßñíî, ÷òî ìû äî ëæíû êàê-òî ó÷åñòüèìåþùóþñÿ ó íàñ àïðèîðíóþ
èíôîð ì àöèþ, íå íàâÿçûâàÿ åå,òåì íå ìåíåå, â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ýêñ-
ïåðèìåíò à.

Âûáåðåì ïî ýòî ìó íåêî òîð óþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿâ ïðî ñòðàíñòâå
ãèïî òåç, íà ïðèìåð ãàóññîâó ñ íåèçâåñòíûì ïîê à ïàðàìåòðî ì ðåãóëÿðèçà-
öèè � :

P (h j� ) =
1

Z �
exp

�
�

�
2

h2
�

; Z � =
� �

2�

� � d/2
:

Åñëèäëÿ øóì à òàêæå âûáðàíà ãàóññîâà ìî äåëü

P (D jh; � ) =
1

Z �
exp

 

�
�
2

X

n

�
y (n ) � h

� 2
!

;

Z � =
�

�
2�

� � N d/ 2

;

òî àïî ñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíî ñòüîöåíêè áóäåòèìåòü âèä:

P (h jD ; � ; � ) =
P (D jh; � ) P (h j� )R

dh P (D jh; � ) P (h j� )
=

=
1

Z �;�
exp

0

@�
�
2

X

n;i

�
y(n )

i � hi

� 2
�

�
2

X

i

h2
i

1

A :

(Çíà÷åíèå íîð ìèðîâ î ÷íîã î èíòåãðàëà Z �;� , êàê è äåòàëè ïî ñëåäóþùèõ
âûêëàäîê, ìî æíî íàéòè â ðàçäåëåÏî äðîáíî ñòè.)

54 ÓÄÊ 004.032.26(06) Íåéðîííûå ñåòè



Ñ.À. ØÓÌ ÑÊÈÉ

Íàèáî ëåå âåðîÿòíàÿ îöåíê à, ì àêñèìèçèðóþùàÿ àïî ñòåðèîðíî å ðàñ-
ïðåäåëåíèå,åñòü:

hM P =
� N

� N + �
hy i :

À çíà÷åíèå Evidence

P (D j� ; � ) =
Z

dh P (D jh; � ) P (h j� ) =
Z �;�

Z � Z �

äî ñòèãàåòì àêñèìó ì à ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ � è � 13:

� � 1
M L =

N
N � 1

� 2
y ;

� M L =

8
<

:

�
hy i 2 � � 2

y

�
(N � 1)

� � 1
; hy i 2 > � 2

y

�
(N � 1)

1 ; hy i 2 � � 2
y

�
(N � 1)

ãäå � 2
y = � 2

y d � ïî ëíàÿ äèñïåðñèÿ âñåõ êî ìïîíåíò äàííûõ. Òàêèì îá-
ðàçî ì, ïåðâîíà ÷àëüíóþ ãèïî òåçó ìî æíî ñ÷èòàòü ïî äòâåðæäåííîé, åñëè
êâàäðàò ñðåäíåãî î òêëîíåíèÿ î ò òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî,
êàêìèíèìó ì â N ðàç,ìåíüøå ïî ëíîé äèñïåðñèèäàííûõ. Â ýòî ì ñëó÷àå
ýìïèðè÷å ñêèåäàííûå íå äàþò äî ñòàòî ÷íûõ î ñíîâ àíèé äëÿ ïåðåñìî òðà
òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îöåíèâ àåìîé âåëè÷èíû:

hM P = 0; hy i 2 � � 2
y

�
(N � 1) :

Ñóùåñòâåííûå î òêëîíåíèÿ î òòåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ñîãëàñíî áàé-
åñîâñêî ìó ïî äõî äó, äàþò òàêèåýêñïåðèìåíò àëüíûå äàííûå, ïðè êî òîðûõ
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðåâûøàåò ïîðîã îâûé óðîâåíü, îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íà ëüíûé êîðíþ ÷èñëàäàííûõ. Íàèáî ëåå âåðîÿòíàÿ îöåíê à ñäâèíóòà ê
àïðèîðíî ìó çíà÷åíèþ è î òëè÷àåòñÿ î ò ñðåäíåãî òåì áî ëüøå, ÷åì áëèæå
ê ïîðîã îâ î ìó óðîâåíü øóì à â äàííûõ:

hM P =

 

1 �
� 2

y

(N � 1) hy i 2

!

hy i ; hy i 2 > � 2
y

�
(N � 1) : (6)

13Âûáðàííû å äëÿ î ïòèì àëüíûõ ï àðàì åòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè îáî çí à÷åíèÿ í àï î ìèí àþò,
÷òî ì àêñèìè çàöèÿ Evidence ñîîòâ åòñòâóåòï ðèíö èïó Maximal Likelihoodâ ï ðîñòðàí ñòâå
ì î äåëåé.
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Çàìåòèì, ÷òî â ì àòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêåóâåðåííî ñòüâãèïî òåçåhM P =
0 òàêæåçàâèñèò, ñîãëàñíî t-êðèòåðèþÑòüþäåíòà,î òòîãî, íàñêî ëüêî ì àëà

âåëè÷èíà t2
N = hy i 2 (N � 1)

.
� 2

y . Áàéåñîâñêî å ðàññìî òðåíèå ïîê àçûâàåò,
÷òî íà ëè÷èåìèíèì àëüíûõ àïðèîðíûõ çíàíèé î òíî ñèòåëüíî âûäåëåííîã î
çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû âíî ñèòïîðîã îâûé ýôôåêò â ïðîöå ññïðîâ åðêèãèïî-
òåç.

Ðåçþìå

Êàêâèäèì, âîïðî ñ ¾ãäå ðåçàòü?¿íå ñòî ëü óæè òðèâèàëåí. Î äíàêî áàéå-
ñîâñêèéïî äõî ä ïîçâ î ëÿåòäàòüíà íåãî îáî ñíîâ àííûé î òâåòïðè ðàçëè÷-
íûõ ìî äåëÿõçàøóìëåíèÿ äàííûõ, î äíîâðåìåííî îöåíèâ àÿ èõ äî ñòîâåð-
íî ñòü.Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðè ïðîâ åðêå àïðèîðíûõ ãèïî òåç ñóùåñòâóåò
ïîðîã îâûé ýôôåêò, î òëè÷àþùèé çíà÷èìûå ýêñïåðèìåíò àëüíûå äàííûå
î ò íå çíà÷èìûõ. Àíà ëîãè÷íûé ýôôåêò îáíó ëåíèÿ çíà÷åíèé íå çíà÷èìûõ
ïàðàìåòðîâ ìî äåëèìû âñòðåòèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëåïðè îáñóæäåíèè
áî ëååñëîæíîé ïðîá ëåìû èíòåðïî ëÿöèèôóíêöèé.

Èñòîðèÿ è áèáëèîãðàôèÿ

Îöåíê à ì àòåìàòè÷åñêîãî î æèäàíèÿ è äèñïåðñèèíåèçâåñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî êîíå ÷íîé âûáîðêå ÿâëÿåòñÿ î äíîé èç êëàññè÷åñêèõçàäà÷ ì àòå-
ì àòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.Îòìåòèì ëèøü íåêî òîðûå î òíî ñÿùèåñÿê íàøåìó
ðàññìî òðåíèþ ðåçóëüòàòû.

Èçâåñòíî, íà ïðèìåð, ÷òî ýìïèðè÷å ñêî å àðèôìåòè÷åñêî å ñðåäíåå ÿâ-
ëÿåòñÿíå ñìåùåííîé ñîñòî ÿòåëüíîé îöåíê îé äëÿëþáîã î ðàñïðåäåëåíèÿñ
êîíå ÷íûì ì àòåìàòè÷åñêèì î æèäàíèåì. Ýòî îçíà ÷àåò, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ
âûáîðîê ýòà îöåíê à êî ëåáëåòñÿ îêî ëî èñòèííîã î çíà÷åíèÿ, à ïðè áåñ-
êîíå ÷íîé âûáîðêå ñòðåìèòñÿ ê íåìó . Î äíàêî, òàêèõîöåíîê ñóùåñòâóåò
ìíî æåñòâî è â ñòàòèñòèêå ïðèíÿò î âûáèðàòü òàêèå,êî òîðûå ïðè ýòî ì
îá ëàäàþò íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé.

Îê àçûâàåòñÿ, ÷òî ýìïèðè÷å ñêî å ñðåäíåå îá ëàäàåòíàèìåíüøåé äèñ-
ïåðñèåéëèøü äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (â ïî ëíî ì ñîî òâåòñòâèèñ íà-
øèì ðàññìî òðåíèåì) [15] (Kagan,1965).Áîëååòîãî, áî ëüøèì ñþðïðèçî ì
äëÿñòàòèñòèêîâ îêàçàëî ñü,÷òî åñëèî òêàçàòüñÿî ò ñâîéñòâà íå ñìåùåííî-
ñòè,òî äàæå äëÿ ìíîã î ìåðíîã î ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçìåðíî ñòè
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âåêòîðîâ áî ëüøå äâóõ ìî æíî íàéòè îöåíê ó ñ ìåíüøåé äèñïåðñèåé[34]
(Stein,1956).Ïðèìåð òàêîé îöåíêè, ñìåùåííîé ê íà÷àëó êîîð äèíàò àíà-
ëîãè÷íî (6), ïðèâåäåí â êíèãå [46] (Ñåêåé, 1990). Áàéåñîâñêèé ïî äõî ä
ïîçâ î ëÿåòíàéòè îáî ñíîâ àííóþ ñìåùåííóþ îöåíê ó â ñëó÷àå,êîãäà äëÿ
òàêîãî ñìåùåíèÿ èìååòñÿ ïðè÷èíà.

×òî êàñàåòñÿ äèñïåðñèè,òî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îöåíê à (5) ÿâëÿåò-
ñÿ íå ñìåùåííîé, à ñîî òâåòñòâóþùèé ìíî æèòåëüN / (N � 1) íàçûâàåòñÿ
ìíî æèòåëåì Áåññåëÿ, (ñì., íà ïðèìåð, [44], [45] (Êîêñ 1978,1984)).

Áàéåñîâà èíòåðïî ëÿöèÿ ôóíêöèé.
Áåçêðîññ-âàëèäàöèè

Çàäà÷óèíòåðïî ëÿöèèôóíêöèé ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàêîáîáùåíèå çàäà-
÷è îöåíêè ïàðàìåòðà.Âìå ñòî îöåíêè î äíîã î çàøóìëåííîã î çíà÷åíèÿ, îíà
ïî äðàçóìåâ àåòâî ññòàíîâ ëåíèå çàøóìëåííîé ôóíêöèè. Ñîî òâåòñòâåííî,
äàííûå â ýòî ì ñëó÷àåÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ôóíêöèîíà ëüíîé çàâèñèìî-
ñòè,ò.å. ïàðàìè çíà÷åíèé D =

�
y (n ) ; x (n )

	 N

n =1 , è ìû ïûò àåìñÿ ñìî äå-
ëèðîâàòü óñëîâíî å ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî ñòè P (y jx ; h; H ) � çàâèñè-
ìî ñòüçàøóìëåííûõ âûõî äîâ y î ò âõî äîâ x. Â êà÷åñòâå ãèïî òåçû h ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòüôóíêöèþ h (x; w), ñ íàñòðî å÷íûìè ïàðàìåòðàìè w,
à ìî äåëüH îïðå äåëÿåòîãðàíè÷åíèÿ íà âèä ôóíêöèé è ïàðàìåòðû øó-
ìîâ îé êî ìïîíåíòû. Òàêóþ çàäà÷óâî ññòàíîâ ëåíèÿ çàøóìëåííîé ôóíêöèè
íàçûâàþò òàêæå ðåãðåññèîííûì àíàëèçî ì .

Ïîñò àíî âêà çàäà÷è

Äëÿ ïðî ñòî òû ðàññìî òðèì ñëó÷àéd-ìåðíûõ âõî äîâ è ñêàëÿðíîã î âûõî äà.
Â êà÷åñòâåïðî ñòðàíñòâàãèïî òåçâûáåðåì W -ïàðàìåòðè÷åñêî åñåìåéñòâî
ôóíêöèé h : y = h (x; w) ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ ååïà-
ðàìåòðîâ w. Íà ïðèìåð, â ñëó÷àåíåéðî ñåòåâîé àïïðîê ñèì àöèè w åñòü
íàáîð âñåõ íàñòðî å÷íûõ ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ (synapticweights). Íà ýòó
ôóíêöèþ íàêëàäûâàåòñÿøóì y = h (x; w) + � (� ) ñ õàðàêòåðíîé ¾òåìïå-
ðàòóðîé¿ � � 1, è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P� (x) / exp(� � E (x)) .
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Ïðàâ äîïî äîáèå îá úÿñíåíèÿ èìåþùèõ ñÿ äàííûõ P (D jh; H ) ïðèìåò
âèä:

P (D jw; � ) =
NY

n =1

P
�

y(n )
�
�
�x (n ) ; w ; �

�
/

/ exp

"

� �
X

n

E
�

y(n ) � h
�

x (n ) ; w
��

#

:

Çàïèøåì ýòî âûðàæåíèå â áî ëååêî ìïàê òíîé ôîð ìå:

P (D jw; � ) =
1

Z �
exp(� � ED (w)) ; Z � =

Z
dD exp(� � ED (w)) :

Àíà ëîãè÷íûì îáðàçî ì ìî æíî ñôîð ìó ëèðîâàòüè àïðèîðíûå îãðàíè÷åíèÿ
P (h jH ), õàðàêòåðèçóåìûå ïàðàìå òðî ì ðåãóëÿðèçàöèè� :

P (w j� ) =
1

Z �
exp(� � EW (w)) ; Z � =

Z
dw exp(� � EW (w)) :

Ðåøåíèå â îáùåì âèäå

Â ñîî òâåòñòâèèñ áàéåñîâñêèì ïî äõî äî ì, ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå
äàåòñÿ àïî ñòåðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî ñòåé:

P (w jD ; � ; � ) =
P (D jw; � ) P (w j� )

P (D j� ; � )
;

P (D j� ; � ) =
Z

dw P (D jw; � ) P (w j� ) ;

ïðè÷åì îïòèì àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ � ; � ì àêñèìèçèðóþòçíà÷åíèå
Evidence:

(� M L ; � M L ) = argmax
� ;�

P (D j� ; � ) = argmax
� ;�

Z �;�

Z � Z �

âûðàæåííî å ÷åðåç ñòàòñóììû:

Z �;� =
Z

dw exp(� � ED (w) � � EW (w)) ;
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Z � =
Z

dw exp(� � EW (w)) ; Z � =
Z

dD exp(� � ED (w)) :

Íàèëó÷øàÿ ãèïî òåçà â íàèëó÷øåé ìî äåëè ñîî òâåòñòâóåò ôóíêöèè
h (x; wM P ):

wM P = argmax
w

P (w jD ; � M L ; � M L )

= argmin
w

(� M L ED (w) + � M L EW (w)) :

Âû÷èñëåíèå ìåò î äî ì ïåðåâàëà

Âñå, ÷òî íàì íó æíî äëÿ ðåøåíèÿ, ýòî ñóìåòü âû÷èñëèòüîïðå äåëåííûå
âûøå ñòàòñóììû äëÿ äàííîã î òèïà ìî äåëåé.Ïðè ýòî ì ñòàòñóììû Z �

è Z � íå çàâèñÿòî ò äàííûõ è èõ ìî æíî âû÷èñëèòüòî ÷íî, âûáðàâ äëÿ
ìî äåëèðîâàíèÿ ïî äõî äÿùèå ôóíêöèè ED (w) è EW (w). Íà ïðèìåð, äëÿ
ãàóññîâà øóì à:

Z � =
Z

dD exp(� � ED (w)) =

=
Y

n

Z
dy(n ) exp

�
�

�
2

�
y(n ) � h

�
x (n ) ; w

�� 2
�

=
�

�
2�

� � N /2

Àíà ëîãè÷íî, äëÿ ãàóññîâîé âåëè÷èíû Prior:

Z � =
Z

dw exp(� � EW (w)) =
Z

dw exp
�

�
�
2

w 2
�

=
� �

2�

� � W /2
:

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ èíòåãðàëî ì Z �;� , ïî ñêî ëüêó ôóíêöèÿ
ED (w) çàâèñèòî òíàñòðî å÷íûõ âåñîâ w ñëîæíûì îáðàçî ì � ÷åðåçôóíê-
öèþ h (x; w). Â ýòî ì ñóùåñòâåííî å î òëè÷èåàïïðîê ñèì àöèèôóíêöèé î ò
îöåíêè ïàðàìåòðîâ, ãäå èíòåãðàë Z �;� òàêæå áûë ãàóññîâûì. Ì î æíî,
î äíàêî, ïîïûò àòüñÿâû÷èñëèòüýòî ò èíòåãðàë ïðèáëèæåííî, ìå òî äî ì ïå-
ðåâàëà, âî ñïî ëüçîâàâøèñüòåì, ÷òî îí ñîäåðæàò â ýêñïîíåíòå áî ëüøîé
ìíî æèòåëüN � 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò î ñòðûé ïèê âáëèçè ñâî åãî
ì àêñèìó ì à. Ðàñêëàäûâàÿ âûðàæåíèå ïî ä ýêñïîíåíò îé â ðÿä â îêðåñòíî-
ñòèwM P è îãðàíè÷èâàÿñüêâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè, ïî ëó÷èì ñëåäóþùåå
ïðèáëèæåííî å âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðèôì à Evidence:
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ln P (D j� ; � ) = ln Z �;� � ln Z � � ln Z � =

= � � E M P
W � � E M P

D �
1
2

ln jA j +
W
2

ln � +
N
2

ln � �
N
2

ln (2� ) ; (7)

ãäå jA j � äåòåðìèíàíò ì àòðèöû âòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ ôóíêöèè
� ED (w) + � EW (w) â òî ÷êå ååìèíèìó ì à

� r ED (wM P ) = � � r EW (wM P ) = � � wM P ; (8)

A = rr (� ED (w) + � EW (w))w M P
: (9)

Äåòåðìèíàíò ì àòðèöû ðàâåí ïðîèçâ åäåíèþ ååñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Â ñëó÷àåêâàäðàòè÷íîãî EW (w) èõ ëåãêî âûðàçèòü÷åðåç ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ � i ì àòðèöû � rr ED (wM P ), êî òîð óþ ïðè îáó÷åíèè íåéðî-
ñåòåéìî æíî âû÷èñëÿòüìåòî äî ì î áðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèá îê
(error backpropagation):

jA j =
WY

i =1

( � i + � ) :

Ïðèðàâíèâ àÿ íó ëþ ïðîèçâ î äíûå ëîãàðèôì à Evidenceïî � è � , íàõî-
äèì èõ îïòèì àëüíûå çíà÷åíèÿ:

2� M L E M P
W =

WX

i =1

� i

� i + � M L
� W ; (10)

2� M L E M P
D = N � W : (11)

Çäåñü W èãðàåòðî ëü ýôôåêòèâíîãî ÷èñëàïàðàìåòðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â
îáó÷åíèè � òàêèõ,äëÿ êî òîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � i > � . Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè� i � � , çíà÷èòòî ÷íî ñòüîïðå äåëåíèÿâåñà wi èç èìåþùèõ-
ñÿ ýìïèðè÷å ñêèõäàííûõ ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì õàðàêòåðíûé ì àñøòàá
ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ.

Âûðàæåíèÿ (10),(11)àíàëîãè÷íû èçâåñòíî ìó ôèçè÷åñêî ìó ôàêòó: ñðåä-
íÿÿ ýíåðãèÿ íà î äíó ñòåïåíü ñâîáî äû ðàâíà T/2 . Â íàøåì ñëó÷àåóäâî-
åííàÿ ñóìì àðíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ¾ýíåðãèÿ¿îïòèì àëüíîé ìî äåëèðàâíà îá-
ùåìó ÷èñëóïðèìåðîâ:

2� M L E M P
D + 2� M L E M P

W = N :
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Î äíàêî áëàãî äàðÿòî ìó , ÷òî ÷àñòüèíôîð ì àöèè òðàòèòñÿ íà îïðå äåëåíèå
ïàðàìåòðîâ ãèïî òåçû, î æèäàåìîå çíà÷åíèå äèñïåðñèèîøèáêè ïðåâûøà-
åòååýìïèðè÷å ñêóþ îöåíê ó òåì áî ëüøå, ÷åì ñëîæíåå ìî äåëüäàííûõ:

1
� M L

=
1

N � W

X

n

�
y(n ) � h(n )

� 2
=

N
N � W

� 2
y :

Ýòà îöåíê à äèñïåðñèèîáîáùàåò àíàëîãè÷íî å âûðàæåíèå (5) ïðè èç-
ìåðåíèè çàøóìëåííîã î ïàðàìåòðà, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî áî ëåå ñëîæíàÿ
ìî äåëüòðåáóåò áî ëüøåãî ÷èñëàäàííûõ äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ ñâîèõ ïàðà-
ìåòðîâ. Êàê âèäèì, îöåíê à êàæäîãî ñóùåñòâåííîã î ïàðàìåòðà ìî äåëè
óìåíüøàåò ÷èñëî ¾íåèñïî ëüçîâàííûõ¿ äàííûõ íà åäèíèöó.

Äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ íàèëó÷øåé ìî äåëüþ ðàâíà:

L (D j� M L ; � M L ) = � ln P (D j� M L ; � M L ) '

' N
�

2 +
1
2

ln (2� ) +
1
2

ln � 2
y

�
+

1
2

W +
1
2

WX

i =1

ln
�

1 +
� i

�

�
(12)

Ïåðâ î å ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíà ëüíî å N , î òâå÷àåòîïèñ àíèþ î òêëîíåíèé
çíà÷åíèé äàííûõ î ò ïðåäñêàçàíèé ìî äåëè.Îñò àëüíûå äâà� äëèíå îïèñ à-
íèÿ ìî äåëè,ïðîïîðöèîíà ëüíîé ýôôåêòèâíî ìó ÷èñëóååïàðàìåòðîâ W.
Äåéñòâèòåëüíî,ïî ñêî ëüêó ÷ëåíû ïî ñëåäíåé ñóììû, äëÿêî òîðûõ � i � � ,
ïðåíåáðåæèìî ì àëû, ìî æíî ñ÷èòàòü,÷òî ÷èñëî ÷ëåíîâ â íåé ðàâíî W.
Ïî ñêî ëüêó, êðîìå òîãî, âñå � i ïðîïîðöèîíà ëüíû ÷èñëóïðèìåðîâ N , ìû
îïÿòü ïî ëó÷àåì, ÷òî äëèíà îïèñ àíèÿ îïòèì àëüíîé ìî äåëè � W ln

p
N

(áî ëååðàçâåðíóòóþ èíòåðïðåòàöèþ ñì. â Ïî äðîáíî ñòÿõ).

Ïðå äâàðèòåëüíîå îáñóæäåíèå

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëåìû ðàññìî òðåëèïðèìåð àïïðîê ñèì àöèè çàøóì-
ëåííîã î ñèíóñà, ÷òîáû ïðîèëëþñò ðèðîâàòü íåîá õî äèìî ñòüðåãóëÿðèçà-
öèè îáó÷åíèÿ. Òåïåðüìû ìî æåì óáåäèòüñÿâ ýòî ì, èñõî äÿ èçïî ëó÷åííûõ
âûøå âûðàæåíèé. Òàê,åñëèâîâñå î òêàçàòüñÿî òðåãóëÿðèçàöèè,óñòðåìèâ
� ! 0, òî Evidence(7) òàêæåóñòðåìèòñÿê íó ëþ, àäëèíà îïèñ àíèÿ (12)�
ê áåñêîíå ÷íî ñòè.Ýòî âîçìî æíî äàæåäëÿãèïî òåç,îïèñûâ àåìûõ ëèøü î ä-
íèì ïàðàìåòðî ì!
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Íà ïî ìíèì, ÷òî âñå ïðî äåëàííûå (ñëåäóÿ [22] (MacKay, 1992)) âû-
êëàäêèî òíî ñÿòñÿëèøü ê î äíî ìó ëîêàëüíî ìó ì àêñèìó ìó àïî ñòåðèîðíîé
ïëî òíî ñòè â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç, òîãäà êàê òàêèõ ì àêñèìó ìîâ ìî æåò
áûòü ìíîã î è èõ âêëàäûâ Evidenceñóììèð óþòñÿ. Íà ëè÷èåìíîã îêðàò-
íî âûðî æäåííûõ ñîñòî ÿíèé ìî æåòáûòü ñëåäñòâèåì ñèììåò ðèè ìî äåëè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì ñèììåò ðè÷íåå ìî äåëü,ò.å. ÷åì áî ëüøå êðàòíî ñòü
ïîâ òîðåíèÿ ïèêîâ, òåì áî ëüøå ååEvidence.Ñ ýòîé òî ÷êè çðåíèÿ, ì àêñè-
ìèçàöèÿ Evidenceñîäåðæèòâ ñåáå è ¾ýñòåòè÷åñêóþ¿ êî ìïîíåíò ó.

Çàìåòèì òàêæå äëÿñïðàâêè,÷òî ïî ëó÷åííî å íàìè ïðèáëèæåííî å âû-
ðàæåíèå (12) äëÿäëèíû îïèñ àíèÿ äàííûõ îïòèì àëüíîé ìî äåëüþ ÿâëÿåò-
ñÿ áî ëååïî äðîáíîé âåðñèåé÷àñòî âñòðå÷àþùåãî ñÿ â ëèòåðàòóðåàñèìï-
òî òè÷åñêîãî áàéåñîâà èíô îð ìàöèîííîãî êðèòåðèÿñðàâíåíèÿ ãèïî òåç(ñì.
Ïî äðîáíî ñòè:BayesianInformationCriterion).

Èòåðàöèîííîå îáó÷åíèå

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (8)�(11) äëÿ îïðå äåëåíèÿ îïòèì àëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ìî äåëèìî æíî ðåøàòüèòåðàöèÿìèâäóõåÅÌ-à ëãîðèòì à.Íà ïåðâî ì ýòàïå
êàæäîéèòåðàöèèôèêñèðóþòñÿïàðàìåòðû íàèëó÷øåé ìî äåëèè íàõî äèò-
ñÿ íàèëó÷øàÿ ãèïî òåçàw M P , ìèíèìèçèð óþùàÿ ôóíêöèþ:

� ED (w) + � EW (w) =
1
2

�
(N � W)

ED (w)
E M P

D
+ W

EW (w)
E M P

W

�
:

Â ýòîé òî ÷êå âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ E M P
W , E M P

D , à òàêæå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ì àòðèöàâòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ, îïðå äåëÿþùàÿ íîâ î å çíà÷åíèå W.
Ýòè èòåðàöèèïðî äî ëæàþòñÿ äî äî ñòèæåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî ÷êè.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî ÷êè çðåíèÿ, íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ äëÿ óñêîðå-
íèÿ îáó÷åíèÿ ìî æíî âîîáùå íå âû÷èñëÿòüì àòðèöó âòîðûõ ïðîèçâ î ä-
íûõ, çàìåíÿÿ ïðèáëèæåííî W ' W . Â äàëüíåéøåì ìî æíî îãðàíè-
÷èòüñÿñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì. Äëÿ ãàóññîâîé ýìïèðè÷å ñêîé îøèáêè
ED (w) = 1

2

P
n

�
" (n )

� 2
ì àòðèöàâòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ ðàâíà:

@2ED

@wi @wj
=

X

n

�
@" (n )

@wi

@" (n )

@wj
+ " (n ) @2" (n )

@wi @wj

�
:

Ïî ñêî ëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå íåâÿçêè" (n ) � y(n ) � h(n ) äëÿ îïòèì àëüíîé
ìî äåëèñòðåìèòñÿê íó ëþ, âòîðûì ñëàãàåìûì ìî æíî ïðåíåáðå÷ü,êàêýòî
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äåëàåòñÿ â ìåòî äå Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà. Òåì ñàìûì, ì àòðèöó âòîðûõ
ïðîèçâ î äíûõ ìî æíî ïðèáëèæåííî âûðàçèòü÷åðåç ïåðâûå ïðîèçâ î äíûå,
âû÷èñëÿåìûå ïðè ïîèñê å w M P .

Ëàïëàñî âñêèé Prior è ïðîðåæèâàíèå ì î äåëè

Ðåãóëÿðèçàöèÿîáó÷åíèÿ, êàêìû óáåäèëèñüâûøå, ïðèâî äèòê ýôôåêòèâ-
íî ìó óìåíüøåíèþ ÷èñëàïàðàìåòðîâ ìî äåëè äî çíà÷åíèÿ, ñîî òâåòñòâó-
þùåãî ýìïèðè÷å ñêèì äàííûì. Íåê î òîðûå ëèíåéíûå êî ìáèíàöèè âåñîâ
ÿâëÿþòñÿ ¾ëèøíèìè¿ è â ïðîöå ññå îáó÷åíèÿ àâòî ì àòè÷åñêè óìåíüøà-
þ òñÿ. Ýòî ò ýôôåêò äëÿ ñëó÷àÿäâóõ ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ èëëþñòðèðóåò
ðèñ.6.

Ýòî î òíî ñèòñÿ, î äíàêî, íå ê èíäèâèäóàëüíûì âåñàì, à ê èõ êî ìáèíà-
öèÿì. Ñàìè âåñàìîãóò ïðè ýòî ì áûòüíå ì àëû. Ì åæäóòåì, äëÿíåêî òîðûõ
ïðèëî æåíèé æåëàòåëüíî ñäåëàòüìî äåëüêàêìî æíî áî ëåå¾ïðîçðà÷íîé¿,
óìåíüøèâ ÷èñëî ååïàðàìåòðîâ äî íåîá õî äèìîã î ìèíèìó ì à. Ýòî ïîçâ î-
ëÿåòíå ïðî ñòî ïî ñòðîèòü ìî äåëüäàííûõ, íî è â ÿâíî ì âèäå âûÿâèòü
ïðèñóùèå èì çàêîíî ìåðíî ñòè.

Òàê, ïðîðå æèâàíèå (pruning) íåéðî ñåòè� èçáàâëåíèå î ò ëèøíèõ âå-
ñîâ � ïîçâ î ëÿåòâûÿâëÿòüçíà÷èìûå äëÿìî äåëèðîâàíèÿ âõî äû è âûäåëÿòü
íàèáî ëååñóùåñòâåííûå ôàêòîðû, îïðå äåëÿþùèå ïîâ åäåíèå ìî äåëè.

Äëÿ ïî ñòðî åíèÿ òàêèõ ìî äåëåé ìî æíî èñïî ëüçîâàòü ëàïëàñîâñêèé
Prior:

EW (w) =
WX

i =1

jwi j ;

Z � =
Z

dw exp(� � EW (w)) = (� / 2)� W :

Â î òëè÷èåî ò ãàóññîâîé, ëàïëàñîâñêàÿ ìî äåëüõàðàêòåðèçóåòñÿ î äèíà-
êîâ îé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ýìïèðè÷å ñêîé îøèáêè êî âñåì ñèíàïòè÷åñêèì
âåñàì. Äåéñòâèòåëüíî,â ñòàöèîíàðíîé òî ÷êå

r (� ED (w) + � EW (w))jw M P
= 0 ;

î òêóäà: �
�
�
�
@ED (wM P )

@wi

�
�
�
� =

�
�

:
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ÐÈÑ. 6. Ï ðîñòðàí ñòâî ï àðàì åòðîâ ï îñëå ï åðåõî äà â ñèñòåì ó ãëàâíûõ
îñåé ì àòðèöû âòîðûõ ï ðî èçâî äíûõ ôóíêö èè î øèáêè. Îáî çí à÷åíû
êî íòóðû ãàóññî âà Prior EW è ýìïè ðè÷åñêî ãî Likelihood ED . Ãî ðè-
çî íò àëüí î ì ó í àï ðàâëåíèþ ñîîòâ åòñòâóåò ì àëîå ñîáñòâåíí îå çí à÷å-
íè å � 1 � � . Ñîîòâ åòñòâåíí î, êî ì áèí àöèÿ âåñî â w1 ï ëî õî î ï ðåäå-
ëåí à èì åþù èìè ñÿ äàííûìè, è â í àèáîëåå ï ðàâäî ï î äîá í î é ãèï îòåçå
ýòà êî ìï î í åíò à ï ðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Íàï ðîòèâ, êî ì áèí àöèÿ âåñî â
w2 í àäåæí î î ï ðåäåëÿåòñÿ èç äàííûõ, è åå î öåíêà ñëàáî èñêàæàåòñÿ
ðåãóëÿðèçàöèåé

Âåñà, êî òîðûå íå ìîãóò îá åñïå÷èòüòàêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòüîáðàùà-
þ òñÿ â íó ëü ñîãëàñíî ãðàäèåíòíî ìó àëãîðèòìó îáó÷åíèÿ

@w
@t

= �r (� ED (w) + � EW (w)) = � � r ED (w) � � ;

êî òîðûé ïðèâî äèòê ëèíåéíî ìó ïî âðåìåíè çàòóõàíèþ ëþáîã î âåñà,÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòüê êî òîðî ìó ó îøèáêè ìåíüøå � =� .

×åðåç êîíå ÷íî å âðåìÿ òàêîé âåñ ñ íåèçáåæíî ñòüþ îáðàùàåòñÿâ íó ëü.
Â ýòî ì ñóùåñòâåííî å î òëè÷èåëàïëàñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèèî ò ãàóññîâîé.
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Íàéäåì îïòèì àëüíûå ïàðàìåòðû ìî äåëèâ ýòî ì ñëó÷àå.Òåïåðüëîãàðèôì
Evidenceâûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçî ì:

ln P (D j� ; � ) = ln Z �;� � ln Z � � ln Z � =

= � � E M P
W � � E M P

D �
W
2

ln � + W ln � +
N
2

ln � �

�
�

N
2

ln (2� ) + W ln 2 +
1
2

ln jrr ED (w)j
�

;

ãäå âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óæå íå çàâèñèòî ò � è � . Òàêèì
îáðàçî ì, â ýòî ì ñëó÷àåäåòåðìèíàíò ì àòðèöû âòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ óæå
íå âëèÿåòíà ïðîöå äóðó îïòèìèçàöèè! Âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèì àëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ:

� M L E M P
W = W ;

2� M L E M P
W = N � W ;

àíàëîãè÷íû (10),(11), íî çàâèñÿòóæå íå î ò ýôôåêòèâíîãî, à î ò îáùåãî
êî ëè÷åñòâà íåíó ëåâûõ âåñîâ, îïðå äåëÿåìîãî â ýòî ì ñëó÷àåâ ïðîöå ññå
ïîèñê à ñòàöèîíàðíîé òî ÷êèw M P .

Òàêèì îáðàçî ì, ëàïëàñîâñêàÿðåãóëÿðèçàöèÿïî äðàçóìåâ àåò, âî-ïåðâûõ,
áî ëååïðî ñòîé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ, íå òðåáóþùèé âû÷èñëåíèÿ ì àòðèöû
âòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ, è, âî-âòîðûõ, ïðèâî äèò ê îïòèì àëüíî ìó ïðîðåæè-
âàíèþ ìî äåëè,î ñòàâëÿÿ â íåé ëèøü íàèáî ëååçíà÷èìûå äëÿ îá úÿñíåíèÿ
äàííûõ ïàðàìåòðû.

Îöåíê à îøèá îê ïðå äñêàçàíèé

Èòàê,ó íàñ åñòüðåöåïòíàõî æäåíèÿíàèáî ëååâåðîÿòíîé ãèïî òåçû ñîïòè-
ì àëüíûìè ïàðàìåòðàìè ðåãóëÿðèçàöèè,ñïî ñîáíîé ïðåäñêàçûâàòüçíà÷å-
íèÿ âûõî äîâ äëÿëþáûõ âõî äîâ. Î äíàêî, çàáëóæäåíèå,ïî ñëîâàì Ñïèíî-
çû, ýòî ¾èñòèíà, âçÿòàÿ âíå ïðåäåëîâ ñâî åé ïðèìåíèìî ñòè¿.
Ò. å. ïðåäñêàçàíèåáåç îöåíêè îøèáîê � ýòî åùå íå ïðåäñêàçàíèå.

Áàéåñîâñêèéïî äõî ä ïîçâ î ëÿåòïî ëó÷èòüíå òî ëüêî ïðåäñêàçàíèÿ,íî è
èõ î æèäàåìûé ðàçáðîñ.Âî-ïåðâûõ, íàéäåííî åçíà÷åíèå � � 1

M L äàåòîöåíê ó
øóìîâ îé ñîñòàâëÿþùåé â äàííûõ, ò.å. íèæíþþ ãðàíèöó ðàçáðîñà ïðåä-
ñêàçàíèé (âåäü øóì ïî îïðå äåëåíèþ íå ïðåäñêàçóåì). Î äíàêî, øóì � íå
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åäèíñòâåííûé èñòî ÷íèê íåîïðå äåëåííî ñòè.Âñïî ìíèì, ÷òî âáàéåñîâñêîé
ìî äåëè â ïðåäñêàçàíèÿõ ó÷àñòâóþò âñå ãèïî òåçû ñ èõ àïî ñòåðèîðíûìè
âåðîÿòíî ñòÿìè, à íå òî ëüêî íàèáî ëååâåðîÿòíàÿ èç íèõ. Ñîî òâåòñòâåííî,
÷åì øèðå ïèê ôóíêöèè P (w jD ; � M L ; � M L ) âîêðóã ñâî åãî ì àêñèìó ì à
â òî ÷êå wM P , òåì áî ëüøå ðàçáðîñ ïðåäñêàçàíèé àíñàìá ëÿ. Òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ õàðàêòåðíà äëÿ îá ëàñòåéäàííûõ, äàëåêèõî ò èìåþùèõ ñÿ ïðèìåðîâ.
Ðàññìîòðèì ýòî ò âîïðî ñ íà êî ëè÷åñòâåííî ì óðîâíå.

Áàéåñîâñêèåïðåäñêàçàíèÿ äàþò íå ïðî ñòî çíà÷åíèå ôóíêöèè, à ïëî ò-
íî ñòüâåðîÿòíî ñòèååðàñïðåäåëåíèÿ:

P (y jx ; D ) =
Z

dw P (y jx ; w ) P (w jD ) :

Ïðè ãàóññîâî ì øóìå â êâàäðàòè÷íî ì ïðèáëèæåíèè äëÿ ëîãàðèôì à
àïî ñòåðèîðíîé âåðîÿòíî ñòèïî ëó÷àåì (îïóñê àÿ âñå êîíñò àíòû):

P (y jx ; D ) /
Z

dw exp
�
�

�
2

(y � h (x; w))2 �
1
2

� w T A � w
�

:

Åñëèøèðèíà ïèê à â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç, îïðå äåëÿåìîãî ì àòðèöåé
âòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ A, äî ñòàòî ÷íî ì àëà, ìî æíî îãðàíè÷èòüñÿïåðâûì
÷ëåíî ì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè h (x; w) â åãî îêðåñòíî ñòè:

h (x; w) ' h (x; wM P ) + g� w ; g � r w hjw M P
:

Â ýòî ì ïðèáëèæåíèè ïðåäñêàçàíèÿàíñàìá ëÿãèïî òåçáóäóòíîð ì àëüíî
ðàñïðåäåëåíû âîêðóãïðåäñêàçàíèÿ íàèëó÷øåé ãèïî òåçû:

P (y jx ; D ) =
1

q
2� � 2

y

exp

 

�
(y � yM P )2

2� 2
y

!

:

È ðàçáðîñ ïðåäñêàçàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîî òâåòñòâóþùåé äèñïåðñèåé
[Bishop1995]:

� 2
y = � � 1

M L + gT A � 1g :

Åñëèíàèáî ëååâåðîÿòíàÿ ãèïî òåçà îïðå äåëÿåòñÿ äî ñòàòî ÷íî óâåðåí-
íî, ò. å. ðàçáðîñ â àíñàìá ëå ãèïî òåç íåâåëèê, òî ïðåäñêàçàíèÿ ìî äåëè
èìåþ ò ìèíèì àëüíûé ðàçáðîñ, îïðå äåëÿåìûé óðîâíåì øóì à. Â ïðî òèâ-
íî ì ñëó÷àåðàçáðîñ ïðåäñêàçàíèé âîçðàñòàåòïðîïîðöèîíà ëüíî ðàçáðîñó
â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç. Ðèñ.7 èëëþñòðèðóåòýòî ò ïî äõî ä ê îïðå äåëåíèþ
îøèáîê ïðåäñêàçàíèé.
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ÐÈÑ. 7. Ï ðåäñêàçàíèÿ î ïòèì àëüí î é ì î äåëè è î öåíêà ðàçáðîñà ï ðåä-
ñêàçàíèé. Ï îñëåäíèé âî çðàñòàåò âäàëè îò îá ëàñòè ýìïè ðè÷åñêèõ
äàííûõ.

Ðåçþìå

Òàêèì îáðàçî ì, ìû óáåäèëèñüâ êîíñò ðóêòèâíî ñòè áàéåñîâñêèé ïî äõî-
äà ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîá ëåìå àïïðîê ñèì àöèè ôóíêöèé. Îí äîïî ëíÿåò
îáû÷íûå ãðàäèåíòíûåàëãîðèòìû îáó÷åíèÿ èòåðàòèâíîé ïî äñòðîéêîé ïà-
ðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèèâ äóõå ÅÌ-à ëãîðèòì à. Ýòàïó Expectationñîî ò-
âåòñòâóåò ìèíèìèçàöèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîé îøèáêè ãðàäèåíòíûìè ìå-
òî äàìè, à ýòàïó Maximization� îöåíê à îïòèì àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿ-
ðèçàöèè,ïðè÷åì äëÿîïèñ àííûõ âûøå ìî äåëåéýòà îöåíê à âûïèñûâ àåòñÿ
â ÿâíî ì âèäå.Â ÷àñòíîñòè,ëàïëàñîâñêàÿðåãóëÿðèçàöèÿïîðî æäàåòî ÷åíü
ïðî ñòîé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ, ïðèâî äÿùèé, ïî ìèìî ïðî ÷åãî, ê óïðîùåíèþ
ñòðóêòóðû îïòèì àëüíîé ãèïî òåçû � óìåíüøåíèþ ÷èñëàñèíàïòè÷åñêèõ
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âåñîâ äî íåîá õî äèìîã î ìèíèìó ì à.
Ïðè ýòî ì, íà ïî ìíèì, áàéåñîâñêèé ïî äõî ä íå ïðåäïî ëàãàåòêðîññ-

âàëèäàöèè! Âñå ïðèìåðû èñïî ëüçóþòñÿ äëÿ îáó÷åíèÿ î äíîâðåìåííî è
ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ, è ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè.Ñõî äèìî ñòüòàêîãî
ÅÌ-à ëãîðèòì à ãàðàíòèðîâàíà. Â ñëó÷àåæå êðîññ- âàëèäàöèè îïòèìè-
çàöèÿìî äåëè âñÿ ïî ñòðî åíà íà ýâðèñòèêàõ, íå ãàðàíòèðóþùèõ, ê òî ìó
æå, íàõî æäåíèå îïòèì àëüíîé ìî äåëè.Êàê âûáèðàòü ïàðàìåòðû ðåãóëÿ-
ðèçàöèèíà êàæäîì íîâ î ì öèêëåâàëèäàöèîííûõ ýêñïåðèìåíò îâ? Êàêîâ
ðàçìåð âàëèäàöèîííûõ âûáîðîê? Ñêî ëüêî öèêëîâ âàëèäàöèèäî ñòàòî ÷íî
äëÿ îáî ñíîâ àííîã î îïðå äåëåíèÿêà÷åñòâà ìî äåëèñ òåêóùèìè ïàðàìåòðà-
ìè ðåãóëÿðèçàöèè?Íà âñå ýòèâîïðî ñû íåò òåîðåòè÷åñêèîáî ñíîâ àííûõ
î òâåòîâ. Â áàéåñîâñêî ì ïî äõî äå,íà ïðî òèâ,êî ëè÷åñòâî èòåðàöèéñîî òâåò-
ñòâóåòñëîæíî ñòèäàííîé çàäà÷è. Êðî ìå òîãî, ãàðàíòèðóåòñÿ,÷òî êàæäàÿ
ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿóëó÷øàåòìî äåëü.

Èñòîðèÿ è áèáëèîãðàôèÿ

Ïîíÿòèå ðåãðåññèè â íàó÷íûé îáèõî ä ââåë Ôðåíñèñ Ãàëüòîí, ñèñòåìà-
òè÷åñêè ïðèìåíÿâøèé ñòàòèñòè÷åñêèåìåòî äû ïðè àíàëèçåáèîëîãè÷å-
ñêèõäàííûõ, ìíîãèå èç êî òîðûõ ïðåäî ñòàâëÿëåìó åãî äâîþðî äíûé áðàò
×àðëüçÄàðâèí. Ãàëüòîíà òàêæåñ÷èòàþò î ñíîâ îïî ëîæíèêî ì ãåíåòèêè÷å-
ëîâåêà. Åãî èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìî ñòèìåæäó ðî ñòî ì äåòåéè èõ ðîäèòå-
ëåé ïðèâëåêëèê ñåáå âñåîáùåå âíèì àíèå. Îò ñþäà� âðåìåíí �àÿ îêðàñêà
òåðìèíà, ïîê àçûâàþùåãî íàñêî ëüêî òåèëè èíûå õàðàêòåðèñòèêèâîçîá-
íîâ ëÿþòñÿ, ò.å. ðåãðåññèðóþò â ñëåäóþùèõ ïîê î ëåíèÿõ. Â äàëüíåéøåì
ðåãðåññèåéñòàëè íàçûâàòüëþáóþ ôóíêöèîíà ëüíóþ çàâèñèìî ñòüìåæäó
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ðåãðåññèîííûé àíàëèçâ XX âåêå ñíà÷àëàøèðîê î ðàñïðî ñòðàíèëñÿ â
áèîëîãèè, ñòàâ î ñíîâíûì èíñòðóìåíò î ì áèîìå òðèêè. Â 30-õ ãî äàõ Ðî-
íà ëüäÔèøåð ïî àíàëîãèè ââåëòåðìèí ýêîíî ìå òðèêà.

Àâòîðåãðåññèÿ� çàâèñèìî ñòü çíà÷åíèÿ âðåìåííîã î ðÿäà î ò åãî æå
çíà÷åíèé â ïðåäøåñòâóþùèå ìî ìåíòû âðåìåíè � ÿâëÿåòñÿî ñíîâíûì ìå-
òî äî ì ïðîãíîçèðîâ àíèÿ ïîâ åäåíèÿ ñëîæíûõ äèíàìè÷å ñêèõ ñèñòåì [38]
(Weigend,1994).Ïðè÷åì, èíîã äàäîâî ëüíî ñëîæíûå âðåìåííûå ðÿäû ìî-
ãóòáûòüîïèñ àíû ñ ïî ìîùüþ ëèíåéíîé àâòîðåãðåññèè,êàêýòî áûëî ïðî-
äåìîíñò ðèðîâàíî Þ ëî ì â1927ãî äóíà ïðèìåðå ïðåäñêàçàíèÿåæåãî äíîã î
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÷èñëàñîëíå÷íûõ ïÿòåí. Â òå÷åíèå äåñÿòèëåòèéëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿäî-
ìèíèðîâ àëà â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïðè ýòî ì ëèíåéíî ñòüìî äåëè
óæå íàñòî ëüêî ñèëüíî îãðàíè÷èâàåòêëàññðåøåíèé, ÷òî äîïî ëíèòåëüíîé
ðåãóëÿðèçàöèèîáó÷åíèÿ, êàêïðàâèëî, íå òðåáîâàëî ñü.

Î äíàêî, äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé ðåãðåññèè
îêàçûâàåòñÿ íåäî ñòàòî ÷íî. Ïî ñëå î òêðûòèÿâ 1986 ãî äó ýôôåêòèâíîãî
ìåòî äàîáó÷åíèÿ ìíîã î ñëîéíûõ ïåðñåïòðîíîâ [36] (Rumelhart,1986),ïî-
ñëåäíèå ïðèîáðåëè øèðîê óþ ïîïó ëÿðíî ñòüâêà÷åñòâåèíñòðóìåíò àíåëè-
íåéíîé ðåãðåññèèè àïïðîê ñèì àöèè ôóíêöèé. Äëÿ òàêèõìî äåëåéñ ïî-
òåíöèàëüíî î ÷åíü áî ëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ âîïðî ñû ðåãóëÿðèçàöèè
îáó÷åíèÿ âûõî äÿòíà ïåðâûé ïëàí.

Íàèáî ëåå ïðî ñòûì, à ïî òî ìó � ðàñïðî ñòðàíåííûì íà ïðàêòèêå, ìå-
òî äî ì ðåãóëÿðèçàöèèÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ÷èñëàñêðûòûõ íåéðîíîâ ñ
ïî ñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì ìî äåëåéìåòî äî ì êðîññ-âàëèäàöèè.Íî ñî âðå-
ìåíåì âñå áî ëüøóþ ïîïó ëÿðíî ñòüïðèîáðåòàþò èäåèâñòðàèâàíèÿ ðåãó-
ëÿðèçàöèèíåïî ñðåäñòâåííî â àëãîðèòì îáó÷åíèÿ. Òàê, çàòóõàíèå âåñîâ
(weightdecay) ýêâèâàëåíòíî å ãàóññîâîé ðåãóëÿðèçàöèè,ïî ÿâèëîñü ïðàê-
òè÷åñêè î äíîâðåìåííî ñ ìåòî äî ì îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíîâ [11] (Hinton,
1987). Äàëåå ïî ñëåäîâàëè ðàçëè÷íûå ìî äèôèêàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ
ôóíêöèîíà ëîâ [18] (Lang, 1990)è àëãîðèòìîâ ïðîðåæèâàíèÿ âåñîâ [20]
(Le Cun,1990),[9] (Hassibi,1993).Î äíàêî, äî ïðîíèêíîâ åíèÿ áàéåñîâñêîé
èäåîëîãèè â íåéðî ñåòåâî å ñîîáùå ñòâî, ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèèïî äáè-
ðàëèñüìåòî äî ì êðîññ-âàëèäàöèè.Â ïðîãðàììíîé ñòàòüå[22] (MacKay,
1992)áûëà âïåðâûå èçëîæåíà ïðîöå äóðàîáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíîâ ñ âíóò-
ðåííåé îïòèìèçàöèåé ãàóññîâîé ðåãóëÿðèçàöèè.Ëàïëàñîâñêàÿ ðåãóëÿðè-
çàöèÿ,êàêèíñòðóìåíò ïðîðåæèâàíèÿ íåéðî ñåòåé,áûëàïðåäëîæåíà â [39]
(Williams, 1995).

Ïî äðîáíî å îáñóæäåíèå áàéåñîâñêîé èíòåðïî ëÿöèè ôóíêöèé ìî æíî
íàéòè âïðåêðàñíîé êíèãå[3] (Bishop,1995),î òêóäà,êñòàòè,çàèìñòâîâàíû
èëëþñòðàöèèê ýòî ìó ðàçäåëó.
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Áàéåñîâà êëàñòåðèçàöèÿ.
Ñêî ëüêî êëàñòåðîâ ¾íà ñàì î ì äåëå¿?

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëåìû ðàññìî òðåëèñëó÷àé,êîãäà êî ìïîíåíòû äàí-
íûõ â çàäà÷ååñòåñòâåííûì îáðàçî ì ðàçáèâàþòñÿíà âõî äíûå è çàâèñÿùèå
î ò íèõ âûõî äíûå. Åñëèòàêî å ðàçáèåíèåî òñóòñòâóåò, òî âñå êî ìïîíåíòû
äàííûõ ðàâíîçíà ÷íû, è ìî äåëèðîâàíèå ñâî äèòñÿ ê çàäà÷å àïïðîê ñèìà-
öèè ïëîòíîñòè äàííûõ . Ñóùåñòâóþò òðè î ñíîâíûõ ïî äõî äà ê ýòîé ïðî-
áëåìå � ïàðàìå òðè÷åñêèé, íåïàðàìå òðè÷åñêèéè ïðî ìåæóòî ÷íûé, èíîã-
äà íàçûâàåìûé ïî ëóïàðàìå òðè÷åñêèì.

Ïàðàìåò ðè÷åñêàÿ àïïðîê ñèì àöèÿ ïðåäïî ëàãàåòêîíêðåòíûé ôóíêöè-
îíà ëüíûé âèä ôóíêöèè ïëî òíî ñòèñ êîíå ÷íûì ÷èñëîì ïî äãîíî ÷íûõ ïà-
ðàìåòðîâ: M = const. Íà ïðèìåð, ïðåäïî ëîæåíèþ î ìíîã î ìåðíî ì ãàóñ-
ñîâî ì ðàñïðåäåëåíèè ñîî òâåòñòâóåò àíàëèç ãëàâíûõ êî ìïîíåíò . Òàêèå
ìî äåëèçà÷àñòóþ ñòðàäàþò î ò íåäî ñòàòêà ãèáêî ñòè.

Íåïàðàìåò ðè÷åñêàÿ àïïðîê ñèì àöèÿ, íà ïðî òèâ,èñïî ëüçóåò äëÿ ïðåä-
ñêàçàíèÿ íåïî ñðåäñòâåííî ñàìè äàííûå. Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîãî ïî ä-
õî äà� ÿäåðíîå ñãëàæèâàíèå, â êî òîðî ì ïëî òíî ñòü ïðåäñòàâëåíà ñîâî-
êóïíî ñòüþ ñôåðè÷åñêèõ èñòî ÷íèêîâ âîêðóã êàæäîé òî ÷êè äàííûõ. Ñî-
î òâåòñòâåííî, ñëîæíî ñòüòàêèõìî äåëåéðàñòåòïðîïîðöèîíà ëüíî ÷èñëó
äàííûõ: M = O (N ), ÷òî ïðèâî äèòê òðóäíî ñòÿì ïðè ðàáîòåñ áî ëüøèìè
áàçàìè äàííûõ.

Ïî ëóïàðàìåòðè÷åñêèåìî äåëè,êàê ëåãêî äîãàäàòüñÿ,ïðèçâàíû áûòü
¾çî ëî òîé ñåðåäèíîé¿. Îíè äî ñòàòî ÷íî ãèáêè,òàêêàêèõ ñëîæíî ñòüìî æåò
ïî ìåðå íåîá õî äèìî ñòèâîçðàñòàòü,è âòî æåâðåìÿ ïðàêòè÷íû, ïî ñêî ëüêó
÷èñëî ñâîáî äíûõ ïàðàìåòðîâ âñåãäàî ñòàåòñÿãîðàçäî ìåíüøå ÷èñëàäàí-
íûõ M = O (N  ) ;  < 1. Î äíàêî ýòè äî ñòîèíñòâà èìåþ ò ñâîþ öåíó �
ñëîæíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ äðóãèìè ïî äõî äàìè ïðîöå ññ îáó÷åíèÿ
ìî äåëè.

Ïðèìåðî ì òàêîãî ðîäà ìî äåëåéÿâëÿþòñÿ ãàóññîâû ñìåñè, êî òîðûå
è ñòàíóò ïðåäìåòî ì íàøåãî ðàññìî òðåíèÿ â ýòî ì ðàçäåëå.Ýìïèðè÷å-
ñêàÿïëî òíî ñòüâ äàííî ì ñëó÷àåòàêæåàïïðîê ñèìèðóåòñÿñîâîêóïíî ñòüþ
ñôåðè÷åñêèõ èñòî ÷íèêîâ, ñîî òâåòñòâóþùèõ, î äíàêî, íå êàæäîé òî ÷êå
äàííûõ, à êðóïíî ì àñøòàáíûì ôëóêòóàöèÿì ïëî òíî ñòè� êëàñòåðàì.Âî-
ïðî ñ, êî òîðûì ìû çàäàäèìñÿ,êàñàåòñÿ îïòèì àëüíîé ñëîæíî ñòèìî äåëè:
¾Ñêî ëüêèìè êëàñòåðàìèëó÷øå âñåãî îïèñûâ àþòñÿ äàííûå?¿
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Ïîñò àíî âêà çàäà÷è

Ïóñòü íàáîð ýìïèðè÷å ñêèõ äàííûõ ñîñòîèò èç N d-ìåðíûõ âåêòîðîâ:
D =

�
x (1) ; : : : ; x (N )

	
. Òðåáóåòñÿ íà î ñíîâ àíèè ýòîé âûáîðêè íàéòè íàè-

ëó÷øóþ êëàñòåðíóþ ìî äåëüïîðî æäåíèÿ ýòèõäàííûõ, P (x jh ). Ìû áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäåñìå ñè M íå çàâèñèìûõ èñòî ÷íèêîâ äàííûõ,
êàæäûéèç êî òîðûõ î òíî ñèòåëüíî ïðî ñò. À èìåííî, âåðîÿòíî ñòüïîðî æ-
äåíèÿ äàííûõ èñòî ÷íèêî ì çàâèñèòëèøü î ò ðàññòî ÿíèÿ äî åãî öåíòðà:

P (x jh ) =
MX

m =1

P (x jm ) P (m) ;

P (x jm ) / exp(� � E (jx � wm j)) :

Ìû òàêæå áóäåì ïî ëàãàòü äëÿ îïðå äåëåííî ñòè,÷òî ïðåäïî ëàãàåìûå
èñòî ÷íèêè äàííûõ � ãàóññîâû. Òàêàÿ ìî äåëüíàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé ñìå-
ñüþ:

E (jwm � x j) =
1
2

(wm � x )2 :

Ãèïî òåçåh î ïðîèñ õî æäåíèè äàííûõ ñîî òâåòñòâóåòíàáîð êîîð äèíàò
ýòèõèñòî ÷íèêîâ è èõ î òíî ñèòåëüíàÿèíòåíñèâíî ñòü:

h = f w1; : : : ; wM ; P (1) ; : : : ; P (M )g :

Ì î äåëüH îïðå äåëÿåò÷èñëî M è äèñïåðñèþ � � 1 èñòî ÷íèêîâ, à â îáùåì
ñëó÷àå� è êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè îøèáêè E.

Êàê îáû÷íî, ì àêñèìèçàöèÿ P (h jD ; H ) äàåòíàèëó÷øóþ ãèïî òåçó, à
ì àêñèìèçàöèÿ P (D jH ) � íàèëó÷øóþ ìî äåëüäàííûõ.

Îïòèì àëüíàÿ ãèïî òåçà

Äîïóñòèì, ó íàñ íåò àïðèîðíûõ ïðåäïî ÷òåíèé î òíî ñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ
ãèïî òåç P (h jH ) = const. Â ýòî ì ñëó÷àåîïòèì àëüíàÿ ãèïî òåçà ì àêñè-
ìèçèðóåòïðàâäîïî äîáèå äàííûõ:

hM L = argmax
h

ln P (D jh ; H ) =
X

n

ln
X

m

P
�

x (n ) jm
�

P (m) :
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Çäåñüìû âñòðå÷àåìñÿ ñî çíàêî ìîé ñèòóàöèåé,êîãäà ïî ä ëîãàðèôìî ì
ïðîèçâ î äèòñÿñóììèðîâ àíèå ïî íåêèì àëüòåðíàòèâàì (ñì. âûøå ïàðàãðàô
ïðî ÅÌ-à ëãîðèòì). Ìû óæå çíàåì, ÷òî òàêàÿ çàäà÷àñâî äèòñÿ ê ìèíèìè-
çàöèè¾ñâîáî äíîé ýíåðãèè¿:

F (P; h) =
X

m;n

P (m jn ) ln P (m jn ) �
X

m;n

P (m jn ) lnP
�

x (n ) ; m
�

=

= �
X

n

ln
X

m

P
�

x (n ) ; m
�

+
X

m;n

P (m jn ) ln
P (m jn )

P
�
m

�
�x (n )

� ;

ïðè÷åì ðåøåíèå äëÿ P (m jn ) äàåòñÿ ôîð ìó ëîé Áàéåñà:

P (m jn ) = P
�

m
�
�
� x (n )

�
=

P
�

x (n )
�
� m

�
P (m)

P
m P

�
x (n )

�
� m

�
P (m)

;

à íàèëó÷øàÿ ãèïî òåçà� ì àêñèìèçàöèåé óñðåäíåííîã î ïî ýòî ìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ëîãàðèôì à ñîâìå ñòíîé âåðîÿòíî ñòè:

wm = argmax
w m

X

m;n

P (m jn ) lnP
�

x (n ) ; m
�

=

= argmax
w m

X

m;n

P (m jn ) lnP
�

x (n ) jm
�

;

P (m) = argmax
P (m )

X

m;n

P (m jn ) lnP
�

x (n ) ; m
�

=

= argmax
P (m )

X

m;n

P (m jn ) ln P (m) :

Îò ñþäà ëåãêî ïî ëó÷èòü:

X

n

P (m jn )
@E

� �
�wm � x (n )

�
� �

@wm
= 0 =) wm =

P

n
P

�
m

�
�x (n )

�
x (n )

P

n
P

�
m

�
�x (n )

� ;

P (m) =
1
N

X

n

P (m jn ) :

Èíûìè ñëîâàìè, îïòèì àëüíàÿ ãèïî òåçà íàõî äèòñÿ ïóòåì ïî ñëåäîâà-
òåëüíûõ èòåðàöèéñëåäóþùåãî ÅÌ-à ëãîðèòì à:
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� Å øàã: Ôèêñèðóåì èñòî ÷íèêè f w m ; P (m)g è íàõî äèì âåðîÿòíî ñòè
ïðèíàäëåæíî ñòèê íèì òî ÷åêäàííûõ:

P
�

m
�
�
� x (n )

�
=

P (m) exp
�
� � E

� �
� x (n ) � wm

�
� ��

P

m
P (m) exp

�
� � E

� �
� x (n ) � wm

�
� �� : (13)

� Ì øàã: Ôèêñèðóåì ðàñïðåäåëåíèåäàííûõ ïî èñòî ÷íèêàì
P

�
m

�
� x (n )

�
è íàõî äèì íîâûå õàðàêòåðèñòèêèèñòî ÷íèêîâ:

wm =

P

n
P

�
m

�
� x (n )

�
x (n )

P

n
P

�
m

�
� x (n )

� ; (14)

P (m) =
1
N

X

n

P
�

m
�
�
� x (n )

�
: (15)

Ïîâ òîðÿåì ýòèèòåðàöèèäî ãàðàíòèðîâàííîé ñõî äèìî ñòè.
Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå� ! 1 ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì ñîâïàäà-

åòñ õîðîøî èçâåñòíîé êëàñòåðèçàöèåéìåòî äî ì K -means.À èìåííî, íà
êàæäîì øàãå, âî-ïåðâûõ, îïðå äåëÿåòñÿ æåñòêàÿ ïðèâÿçêà òî ÷åêê ñâîèì
êëàñòåðàì:

P
�

m
�
�
� x (n )

�
= � m;m ( n ) ; m(n ) = argmin

m

�
�
� x (n ) � wm

�
�
�

è, âî-âòîðûõ, íîâûå öåíòðû êëàñòåðîâïî ìåùàþ òñÿ â öåíòðû òÿæåñòè
ïðèíàäëåæàùèõ èì òî ÷åê:

wm =
X

n

� m;m ( n ) x (n ) :

Ãàóññîâû ñìå ñè ñ êîíå ÷íûì � î ñóùåñòâëÿþò ìÿãêóþ èëè íå÷åòêóþ
êëàñòåðèçàöèþ.

Ñêî ëüêî êëàñòåðîâ â äàííûõ?

Õî òÿ âûøå ìû ñ÷èòàëè ÷èñëî èñòî ÷íèêîâ â ìî äåëèèçâåñòíûì (è ðàâíûì
M ), íà ñàìî ì äåëåýòî ò ïàðàìåòð ÿâíûì îáðàçî ì íå îïðå äåëåí. Äåéñòâè-
òåëüíî, îïèñ àííûé âûøå ÅÌ-à ëãîðèòì äîïóñê àåòñëèÿíèå èñòî ÷íèêîâ.
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À èìåííî, åñëèâ êàêîé-òî ìî ìåíò ïî ëîæåíèÿ äâóõ èñòî ÷íèêîâ ñîâïàäóò:
w t

m = w t
k , òî ñîãëàñíî (13)�(15), ýòèèñòî ÷íèêè ñîëüþòñÿ,ò.å. è íà âñåõ

ïî ñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõìû ïî ëó÷èì w t + T
m = w t + T

k . Òàêèì îáðàçî ì,
ðåàëüíî å ÷èñëî êëàñòåðîââ ìî äåëè ìî æåò ñóùåñòâåííî î òëè÷àòüñÿî ò
íà÷àëüíîã î.

Â çàâèñèìî ñòè î ò çíà÷åíèÿ � è êîíêðåòíîé êîíôèãóðàöèè äàííûõ,
íåêî òîðûå èñòî ÷íèêè áóäóòïðèòÿãèâàòüñÿäðóãê äðóãóè ñëèâàòüñÿ.×èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû (ñì. ðèñ.8) ïîê àçûâàþò, ÷òî ôëóêòóàöèÿïëî òíî ñòè
äàííûõ ïðèâî äèòê ñëèÿíèþ èñòî ÷íèêîâ, îêàçàâøèõñÿ â ååîêðåñòíî ñòè,
åñëèèõ ðàäèóñ� � 1/ 2 ïðåâûøàåò ì àñøòàáýòîé ôëóêòóàöèè.Èíûìè ñëî-
âàìè, òàêîé ì àñøòàáíåî äíîðî äíî ñòåéâäàííûõ ìî äåëüóæåíå ðàçëè÷àåò.

Òàêèì îáðàçî ì, ÷åì áî ëüøå� , ò. å.ìåíüøå ðàäèóñâçàèìî äåéñòâèÿèñ-
òî ÷íèêîâ, òåì áî ëüøå âîçìî æíî å ÷èñëî êëàñòåðîââ ìî äåëè.Íà ïðî òèâ,
äî ñòàòî ÷íî ì àëûå � , òàêèå,÷òî õàðàêòåðíûé ðàäèóñèñòî ÷íèêîâ ïðåâû-
øàåò ì àñøòàá ðàçáðîñà âñåõ äàííûõ, ïðèâî äÿòê ñëèÿíèþ èñòî ÷íèêîâ â
î äèí áî ëüøîé êëàñòåð.

Ì î æíî âçãëÿíóòü íà ýòó ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçî ì. Äîïóñòèì,
÷òî ìû ñìî òðèì íà èìåþùåå ñÿðàñïðåäåëåíèåäàííûõ ñðàññòî ÿíèÿ, ïðî-
ïîðöèîíà ëüíîã î � � 1/ 2. Íà áî ëüøî ì ðàññòî ÿíèè âñå äàííûå ñëèâàþòñÿ â
î äíî ïÿòíî. Ïî ìåðå íàøåãî ïðèáëèæåíèÿ, ñòàíîâ ÿòñÿ ðàçëè÷èìû âñå
íîâûå è íîâûå äåòàëè íåî äíîðî äíî ñòåéâ êëàñòåðíîéñòðóêòóðåäàííûõ,
è ÷èñëî ðàçëè÷èìûõ êëàñòåðîââîçðàñòàåò. Â ïðåäåëå� ! 1 ñòàíîâ ÿòñÿ
ðàçëè÷èìû î òäåëüíûå òî ÷êè äàííûõ, ò.å. ¾ðàâíîâåñíî å¿ ÷èñëî êëàñòå-
ðîâ ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó ïðèìåðîâ, õî òÿ èõ ðåàëüíî å êî ëè÷åñòâî áóäåò,
åñòåñòâåííî, îãðàíè÷åíî íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 14.

Îïòèì àëüíàÿ ìî äåëü äàííûõ ñîî òâåòñòâóåò â ýòîé àíàëîãèè îïòè-
ì àëüíî ìó ì àñøòàáó, ñ êî òîðîã î ñòðóêòóðàäàííûõ âèäíà íàèëó÷øèì îá-
ðàçî ì, ò. å. êîãäà ìåëêî ì àñøòàáíûå ôëóêòóàöèè íå ìåøàþ ò ðàçãëÿäåòü
îáùóþ êàðòèíó.

14Ýòà êàðòèí à ï î ëí îñòüþ àí àëî ãè÷íà ÷åðåäå òåðì î äèí àìè÷ åñêèõ ôàçî âûõ ï åðåõî-
äî â ï î ì åðå ¾çàìåðçàíèÿ¿ ñèñòåìû, î ïè ñûâàåì î é ñîîòâ åòñòâóþù åé ñâîáî äí î é ýí åðãèåé.
Âûñî êî é òåìï åðàòóðå ñîîòâ åòñòâóåò î äèí ãëîáàëüíûé ìèíèì óì � î äèí èñòî÷íèê â öåí-
òðå òÿæåñòè âñåõ äàííûõ. Ñ ï î íèæåíè åì ¾òåìï åðàòóðû¿ ðåëüåô ôóíêö èè ñâîáî äí î é
ýí åðãèè ñòàí î âèòñÿ âñå áî ëåå èçðåçàííûì, è êî ëè÷åñòâî åå ëî êàëüíûõ ìèíèì óì î â,
ñîîòâ åòñòâóþù èõ ðåø åíèÿì ÅÌ-àëãî ðèòì à, áûñòðî âî çðàñòàåò.
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ÐÈÑ. 8. Çàâèñèì îñòü êî í å÷íî ãî ðàññòîÿíèÿ ì åæäó äâóìÿ öåíòðî èäà-
ìè îò ï àðàì åòðà � . Äàííû å ï ðåäñòàâëÿëè ñîáî é 1000 ñëó÷àéíûõ òî-
÷åê ñ äâóì åðíûì ãàóññî âûì ðàñï ðåäåëåíè åì åäèíè÷í î é äèñï åðñèè.
Â êà÷åñòâå í à÷àëüí î ãî ï î ëî æåíèÿ öåíòðî èäî â âûáèðàëèñü êîî ðäè-
í àòû äâóõ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ òî÷åê äàííûõ. Ï ðè � < 1 èñòî÷íèêè
ñëèâàþòñÿ, ò. å. äàííû å âîñ ï ðèíèì àþòñÿ êàê åäèíûé êëàñòåð. Ï ðè
� > 1 ñòàí î âÿòñÿ ðàçëè÷èìû ôëóêòóàöèè ï ëîòí îñòè áî ëåå ì åëêî ãî
ì àñøòàáà.

Â äâóìåðíî ì èëè òðåõìåðíî ì ñëó÷àå÷åëîâåêëåãêî íàõî äèòíàèáî ëåå
èíôîð ì àòèâíûé ì àñøòàá îãðóáëåíèÿ äàííûõ. Î äíàêî äëÿ ìíîã î ìåðíûõ
äàííûõ îïðå äåëåíèå ¾îïòèì àëüíîã î ðàçðåøåíèÿ¿ìî äåëè óæå íå ñòî ëü
òðèâèàëüíî. Ñêî ëüêî êëàñòåðîââ äàííûõ ¾íàñàìî ì äåëå¿?Áàéåñîâñêèé
ïî äõî ä ïîçâ î ëÿåòäàòüî òâåòíà ýòî ò íåïðî ñòîé âîïðî ñ.
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Îïòèì àëüíàÿ ì î äåëü

Îïòèì àëüíûé ïàðàìåòð � è ñîî òâåòñòâóþùåå åìó ÷èñëî êëàñòåðîâîïðå-
äåëÿåòñÿ ì àêñèìèçàöèåé Evidence,êî òîð óþ ìî æíî âû÷èñëèòüïðèáëè-
æåííî, èñïî ëüçóÿ ìåòî ä ïåðåâàëà:

P (D j� ) =
Z

dh P (D jh; � ) =
Z

dh exp(ln P (D jh; � )) '

' (2� ) jh j /2 jA j � 1/ 2 P (D jhM L ; � ) :

Çäåñü jhj = M d + M � ðàçìåðíî ñòüïðî ñòðàíñòâà ãèïî òåç, à jA j � äå-
òåðìèíàíò ì àòðèöû âòîðûõ ïðîèçâ î äíûõ â òî ÷êå ì àêñèìó ì à Likelihood:
A � � rr ln P (D jh; � )jhM L

. Çàãëÿíóâ â ðàçäåë Ïî äðîáíî ñòè, ìî æíî
óáåäèòüñÿ,÷òî ýòà ì àòðèöà â íàøåì ñëó÷àåäèàãîíà ëüíà, è ååäåòåðìè-
íàíò ðàâåí:

jA j = (� N )M d N M

 
Y

m

P (m)

! d� 1

Ñ ó÷åòî ì ýòîãî ôàêòà, ïðèðàâíèâàÿ íó ëþ ïðîèçâ î äíóþ

0 =
@

@�
ln P (D j� ) '

@
@�

ln P (D jhM L ; � ) �
1
2

@
@�

ln jA j ;

ïî ëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïòèì àëüíîé � :

� � 1
M L = �

1
(N � M ) d

X

m;n

P
�

m
�
�
� x (n )

� �
wm � x (n )

� 2
:

Çàìåòèì, ÷òî åñëèáû ìû îïðå äåëÿëè� èçóñëîâèÿì àêñèìó ì àLikelihood,
òî ïî ëó÷èëèáû àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò, òî ëüêî áåç óìåíüøåíèÿ ÷èñëà
äàííûõ íà ÷èñëî èñòî ÷íèêîâ M . ×òî êàñàåòñÿ ñàìîã î çíà÷åíèÿ Evidence
äëÿ îïòèì àëüíîé ìî äåëè,òî åãî ãëàâíûå ÷ëåíû, ðàñòóùèå ñ ÷èñëîì äàí-
íûõ, äàþòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

ln P (D j� M L ) '

'
N d
2

ln � M L �
X

m;n

P
�

m
�
�
� x (n )

�
ln

P
�
m

�
� x (n )

�

P (m)
�

M (d + 1)
2

ln N (16)
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Áîëååòî ÷íî å âûðàæåíèå ñ ó÷åòî ì ÷ëåíîâ ñëåäóþùåãî ïîðÿäê à ì àëî ñòè
ïðèâî äèòñÿ â ðàçäåëåÏî äðîáíî ñòè.

Êàê âèäèì, êà÷åñòâî ìî äåëè âîçðàñòàåòñ ðî ñòî ì � M L , ÷åìó ñîî ò-
âåòñòâóåò óìåíüøåíèå ì àñøòàáàîøèáêè. Òàêèì îáðàçî ì, ïåðâûé ÷ëåí
ñïî ñîáñòâóåòóâåëè÷åíèþ ÷èñëàêëàñòåðîâ.Î äíàêî, âòîðîé è òðåòèé÷ëå-
íû, íà ïðî òèâ,¾øòðàôóþò¿èçëèøíå ñëîæíûå ìî äåëèñ áî ëüøèì ÷èñëîì
êëàñòåðîâ.Îïòèì àëüíàÿ ìî äåëüïðåäñòàâëÿåòñîáîé áàëàíñ ñëîæíî ñòè
ìî äåëèè òî ÷íî ñòèâî ñïðîèçâåäåíèÿ åþ ñòðóêòóðû äàííûõ. Ïðè íà ëè÷èè
íå ñêî ëüêèõâàðèàíòîâ êëàñòåðèçàöèèïðåäïî ÷òåíèåñëåäóåòî òäàâàòüòîé
ìî äåëè,êî òîðîé ñîî òâåòñòâóåòíàèáî ëüøàÿ Evidence.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâî äå (16) ìû ñ÷èòàëè ñëèâøèåñÿ èñòî ÷íèêè åäè-
íûì êëàñòåðîì, ò. å. êàê÷èñëî M âî âñåõ ôîð ìó ëàõ,òàêè âñå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíî ñòåéïî êëàñòåðàìñîî òâåòñòâóþò ðàçëè÷àþùèìñÿ ìåæäó
ñîáîé èñòî ÷íèêàì.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Çàäà÷àêëàñòåðèçàöèèïîçâ î ëÿåòñðàâíèòüíàøå èíòóèòèâíî å ïðåäñòàâëå-
íèå î êà÷åñòâå ìî äåëèñ ôîð ì àëüíûì îïðå äåëåíèåì ïî ñëåäíåãî ñ ïî ìî-
ùüþ Evidence.Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òðåõ ñåðèé÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíò îâ, â êî òîðûõ îïèñ àííûé âûøå ÅÌ-à ëãîðèòì ïðèìåíÿë-
ñÿê òðåì ðàçëè÷íûì äâóìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì äàííûõ: ðàâíî ìåðíî ìó ,
ãàóññîâó è ãàóññîâîé ñìå ñè.

Íà ÷àëüíî å ÷èñëî èñòî ÷íèêîâ â ìî äåëÿõâàðüèðîâàëî ñüî ò 1 äî 30,÷òî
ñîñòàâëÿåòïðèìåðíî êîðåíü î ò ÷èñëàäàííûõ (1000òî ÷åê).Ïî ðàâíîâåñ-
íûì çíà÷åíèÿì ÷èñëàêëàñòåðîâè ïàðàìåòðà � âû÷èñëÿëàñüEvidence,
ì àêñèìó ì êî òîðîé îïðå äåëÿëíàèëó÷øóþ ìî äåëüäëÿ âñåõ òðåõ âûáîðîê
äàííûõ.

Ðèñ.9�11 ïîê àçûâàþò ïîâ åäåíèå Evidenceâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ,à òàêæå äåìîíñò ðèðóþò êîíôèãóðàöèè èñòî ÷íèêîâ â íàèëó÷øèõ ìî-
äåëÿõ.

Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíò àì, äëÿî äíîðî äíîã î ðàñïðåäåëåíèÿ
íàèëó÷øèå ìî äåëèïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèåðåøåòêè,
î äíîðî äíî ïîêðûâ àþùèå ïðî ñòðàíñòâî äàííûõ. Äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íàèëó÷øàÿ ìî äåëü, êàê è ñëåäîâàëî î æèäàòü, ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé î äèí ãàóññîâûé èñòî ÷íèê. Äàëüíåéøåå óñëîæíåíèå ìî äåëè,ïî Áàé-
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ÐÈÑ. 9. Âåðõíèé ãðàôèê: çí à÷åíèÿ Evidence äëÿ òî÷åê ñ î äí î ðîäíûì
ðàñï ðåäåëåíè åì â åäèíè÷í î ì êâàäðàòå êàê ôóíêö èÿ îò êî í å÷íî ãî
÷èñëà èñòî÷íèê î â. Ì àêñèì óìû ñîîòâ åòñòâóþò ì î äåëÿì ñ î äí î ðîä-
íûì ðàñï ðåäåëåíè åì êëàñòåðî â. Âíè çó � ï ðèì åð êëàñòåðèçàöèè ñ
í àèáîëüø åé Evidence.
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ÐÈÑ. 10. Âåðõíèé ãðàôèê: çí à÷åíèÿ Evidence äëÿ òî÷åê ñ ãàóññî âûì
ðàñï ðåäåëåíè åì êàê ôóíêö èÿ îò êî í å÷íî ãî ÷èñëà èñòî÷íèê î â. Ì àê-
ñèì óì ñîîòâ åòñòâóåò ì î äåëè ñ î äíèì êëàñòåðî ì. Âíè çó � ï ðèì åð
êëàñòåðèçàöèè ñ í àèáîëüø åé Evidence.
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ÐÈÑ. 11.Âåðõíèé ãðàôèê: çí à÷åíèÿ Evidence äëÿ òî÷åê, ï î ðî æäåí-
íûõ ïÿòüþ ãàóññî âûìè èñòî÷íèêàìè. Ì àêñèì óì ñîîòâ åòñòâóåò ì î-
äåëè ñ ïÿòüþ êëàñòåðàìè. Âíè çó � ï ðèì åð êëàñòåðèçàöèè ñ í àè-
áî ëüø åé Evidence.
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åñó, íåöåëåñîîáðàçíî. Äëÿ äàííûõ, ïîðî æäåííûõ ãàóññîâîé ñìå ñüþ ñ
íå ñêî ëüêèìè èñòî ÷íèêàìè, îïòèì àëüíàÿ ìî äåëü ïðàâèëüíî îïðå äåëÿåò
ðåàëüíî å ÷èñëî èñòî ÷íèêîâ. Òàêèì îáðàçî ì, íàøè ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû ïîê àçûâàþò, ÷òî â äàííî ì ñëó÷àåÁàéåñîâ êðèòåðèéâûáîðà íàè-
ëó÷øåé ìî äåëèñîî òâåòñòâóåòíàøåé èíòóèöèè.

Ðåçþìå

Â ýòî ì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèëè áàéåñîâñêèé ïî äõî ä ê çàäà÷å ìî äåëè-
ðîâàíèÿ ïëî òíî ñòè äàííûõ ñìå ñüþ î äíî òèïíûõ ãàóññîâûõ èñòî ÷íèêîâ.
Ïàðàìåò ðî ì ðåãóëÿðèçàöèè,êî ñâåííûì îáðàçî ì îïðå äåëÿþùèì ÷èñëî
êëàñòåðîââ ìî äåëè, ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ èñòî ÷íèêîâ � � 1. Áàéåñîâñêàÿ
ðåãóëÿðèçàöèÿïîçâ î ëÿåòíàì îïðå äåëèòüîïòèì àëüíûé ì àñøòàá îãðóá-
ëåííîã î ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ.

Èñòîðèÿ è áèáëèîãðàôèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿÿâëÿåòñÿ î äíîé èç áàçîâûõ ìåòî äèê îáðàáî òêè äàííûõ.
Ýòî ìó âîïðî ñó ïî ñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà(ñì., íà ïðèìåð [14] (Jain,
1988),â òî ì ÷èñëåïî íå÷åòêîé êëàñòåðèçàöèè[2] (Bezdek,1981)è ñìå ñÿì
[23] (McLachlan,1988)15.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðèíöèï ìèíèì àëüíîé äëèíû îïèñ àíèÿ áûë âïåðâûå
ïðèìåíåí èìåííî ê çàäà÷åêëàñòåðèçàöèè[37] (Wallace,1968)ïî ä íàçâà-
íèåì Minimum MessageLength.Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèèïðè ýòî ì îïðå äå-
ëÿëàñüêàê ìèíèìèçàöèÿ äëèíû ñîîáùåíèÿ, ñîñòî ÿùåãî èç íå ñêî ëüêèõ
êî ìïîíåíò:

� ÷èñëî êëàñòåðîâ;

� ÷èñëî òî ÷åêïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó êëàñòåðó;

� öåíòðîèäû êëàñòåðîâ;

� ïðèíàäëåæíî ñòüêàæäîé òî ÷êèòî ìó èëè èíî ìó êëàñòåðó.

15Áèáëèî ãðàôèþ ï î êëàñòåðèçàöèè ì î æí î í àéòè ï î àäðåñó:
URL: ftp://ftp.sa s.com/pub/neural/clus-bib.txt
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Ñ ïîçèöèé ìèíèìèçàöèè ñâîáî äíîé ýíåðãèè, íàèáî ëåå áëèçêîé íà-
øåìó èçëîæåíèþ, ýòî ò âîïðî ñ áûë ðàññìî òðåí â [30] (Rose,1990) (áåç
îïðå äåëåíèÿ îïòèì àëüíîé êîíôèãóðàöèè). Òàì æå ïðèâî äèòñÿ èòåðàöè-
îííûé àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè,ïî ñóòè,èäåíòè÷íûé ÅÌ-à ëãîðèòìó .

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ðåçþìèð óåì â ÷åì ñóòüáàéåñîâñêîãî ïî äõî äà, ÷åì îí î ò-
ëè÷àåòñÿ î ò òðàäèöèîííîã î è ÷òî äàåòïðàêòèêóþùèì ñïåöèàëèñòàì â
îá ëàñòèì àøèííîã î îáó÷åíèÿ è datamining.

Áàéåñîâñêàÿñòàòèñòèêàèñõî äèòèçðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ â íàèáî-
ëååîáùåì âèäå.Òåîðåòè÷åñêè,òðàäèöèîííàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåìáàéåñîâñêîé, êîãäàðåãóëÿðèçàöèÿîáó÷åíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ
âûáîðî ì ôóíêöèîíà ëüíîã î âèäàìî äåëè.Âñå ãèïî òåçû â ðàìêàõ äàííîé
ïàðàìåòðèçàöèèñ÷èòàþòñÿ àïðèîðè ðàâíîâåðîÿòíûìè. Áàéåñîâà ñòàòè-
ñòèêà äîïóñê àåòáî ëååøèðîêèé êëàññãèïî òåç ñ ïðîèçâ î ëüíûìè àïðèîð-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ì åòî äî ëîãè÷åñêè,òðàäèöèîííàÿ ñòàòèñòèêà ñòàâèòñâî åé öåëüþ íà-
õî æäåíèåî äíîé íàèëó÷øåé ãèïî òåçû, òîãäàêàêâáàéåñîâñêîé ñòàòèñòèêå
îáó÷åíèå ïðèâî äèò ëèøü ê ñóæåíèþ ìíî æåñòâà äîïóñòèìûõ ãèïî òåç î ò
àïðèîðíîã î ê àïî ñòåðèîðíî ìó . Ðàçáðîñ ïðåäñêàçàíèé áàéåñîâñêîé ìî äå-
ëè äèêòóåòñÿ ñóùåñòâóþùèì ðàçáðîñîì â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç. Â òðà-
äèöèîííîé æå ñòàòèñòèêå, ðàçáðîñ ïðåäñêàçàíèé åäèíñòâåííîé ãèïî òåçû
îïðå äåëÿåòñÿ ïî íàáîð ó èñêóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííûõ âàëèäàöèîííûõ
âûáîðîê.

Íàê îíåö, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî ÷êè çðåíèÿ áàéåñîâà ðåãóëÿðèçàöèÿêîí-
ñòðóêòèâíà, áëàãî äàðÿ òî ìó , ÷òî äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ çàäà÷ ñóùåñòâó-
þ ò àïðèîðíûå ïëî òíî ñòè,äîïóñê àþùèå àíàëèòè÷åñêî å èíòåãðèðîâàíèå
(ñóììèðîâ àíèå) ïî ãèïî òåçàì. Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè äëÿ Likelihood íà-
õî äÿò ïî äõî äÿùèé ñîïð ÿæåííûé Prior, òàêîé, ÷òî Posteriorèìååò òî ò æå
ôóíêöèîíà ëüíûé âèä, ÷òî è Prior, òî ëüêî ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè (êàê â
ïðèìåðå ñ áðî ñàíèåì ìîíåòû):

P (h jD ) =
P (D jh ) P0 (h jD0 )

P (D jD0 )
= P0 (h jD0 + D ) :
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Â ýòî ì ñëó÷àåEvidenceòàêæå óäàåòñÿ âûðàçèòüâ çàìêíóò î ì âèäå.Â
äðóãèõñëó÷àÿõñèòóàöèþ óäàåòñÿ ñâåñòèê èäåàëüíîé, èñïî ëüçóÿ àñèìï-
òî òè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ äëÿ áî ëüøîãî ÷èñëàïðèìåðîâ.

Ñðàâíåíèå Evidenceäëÿ ðàçíûõ ìî äåëåé (ñïî ñîáîâ ðåãóëÿðèçàöèè
îáó÷åíèÿ) ïîçâ î ëÿåòîáî ñíîâ àííî âûáèðàòü íàèëó÷øóþ èç íèõ. Âûáîð
ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèèìî æíî ñîâìå ñòèòüñ îáó÷åíèåì ìî äåëèâ åäè-
íî ì èòåðàöèîííî ì àëãîðèòìå, èçâëåêàþùåì èíôîð ì àöèþ èç äàííûõ áî-
ëååïî ñëåäîâàòåëüíî è ýêîíî ìíî, ÷åì ïðîöå äóðàêðîññ-âàëèäàöèè.

Ïî äðîáíîñòè

Áðîñàíèå ì îíåòû (ê ðàçäåëó¾Îáó÷åíèå ïî Áàéåñó¿)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó î áðî ñàíèè íå ñèììåò ðè÷íîé ìî-
íåòû, ê êî òîðîé Áàéåñ âïåðâûå è ïðèìåíèë ñâîé ìåòî ä. Ïóñòü âåðîÿò-
íî ñòüâûïàäåíèÿ ðåøêè â î òäåëüíî ì èñïûòàíèè ðàâíà h. Ðàñïðåäåëåíèå
Áåðíóëëè äàåòðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è� âåðîÿòíî ñòüâûïàäåíèÿ Nh ðå-
øåê â N èñïûòàíèÿõ:

P (D jh ) =
�

N
Nh

�
hN h (1 � h)N � N h � P (Nh jN ; h ) :

Äîïóñòèì, âñëåä çà Áàéåñîì, ÷òî àïðèîðè âñå çíà÷åíèÿ êðèâèçíû
â äîïóñòèìî ì èíòåðâàëå h 2 [0; 1] ðàâíîâåðîÿòíû. Òîãäà ìû ïî ëó÷èì
ñëåäóþùåå àïî ñòåðèîðíî å ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíî ñòåéäëÿ ¾êðèâèçíû¿
ìîíåòû h:

P (h jD ) =
P (Nh jN ; h )

R1
0 dh P (Nh jN ; h )

=

=
(N + 1)!

Nh ! (N � Nh )!
hN h (1 � h)N � N h � P (h jNh ; N )

ñ î æèäàåìûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû:

hhi =
Z

dh h P (h jD ) =
1 + Nh

2 + N
;
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íå ðàâíûì íó ëþ, äàæå åñëè Nh = 0. Òî ÷íî ñòüîïðå äåëåíèÿ êðèâèçíû

ðàñòåòñ ÷èñëîì èñïûòàíèé êàêO
�

1
. p

N
�

:

hhi !
N � 1

Nh

N
;

� h2 =


h2�

� hhi 2 !
N � 1

1
N

Nh

N

�
1 �

Nh

N

�
:

Åñëè ìû òåïåðü ó÷òåì ïðèîáðåòåííûé îïûò , ò.å. ïðèìåì çà àïðè-
îðíóþ ôóíêöèþ P (h jD ) è ïðîâ åäåì äîïî ëíèòåëüíî N 0 èñïûòàíèé, â
êî òîðûõ âûïàäåò N 0

h ðåøåê,òî ïî ëó÷èì íîâ î å, óòî ÷íåííî å àïî ñòåðèîð-
íî å ðàñïðåäåëåíèåâ òî ÷íî ñòèòàêîãî æå âèäà:

P (h jD 0; D ) =
P (D 0jh ) P (h jD )

P (D 0jD )
=

=
P (N 0

h jN 0; h ) P (h jNh ; N )
R1

0 dh P (N 0
h jN 0; h ) P (h jNh ; N )

= P (h jNh + N 0
h ; N + N 0) :

Òàêèì îáðàçî ì, ñëåäóþùèå äðóã çàäðóãî ì ñåðèèèñïûòàíèé ìî æíî
ñ÷èòàòü åäèíûì ýêñïåðèìåíò î ì, â êî òîðî ì ïî ñòåïåííî ïðîèñ õî äèò íà-
êîïëåíèå íàøèõ çíàíèé î ñâîéñòâàõ ìîíåòû � êîíöåíò ðàöèÿïëî òíî ñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ãèïî òåç âîêðóãèñòèííîã î çíà÷åíèÿ êðèâèçíû.

Ïðèíöèï ìèíèì àëüíîé äëèíû îïèñ àíèÿ (ê ðàçäåëó¾Îáó÷åíèå ïî
Áàéåñó¿)

Ñîãëàñíî òåîðèè êî äèðîâàíèÿ Øåííîíà, ïðè èçâåñòíî ì ðàñïðåäåëåíèè
P (X ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X äëèíà îïòèì àëüíîã î êî äà äëÿ ïåðåäà÷è
êîíêðåòíîã î çíà÷åíèÿ x ïî êàíàëó ñâÿçèñòðåìèòñÿê L (x) = � logP (x).
Ýíòðîïèÿ èñòî ÷íèêà S (P) = �

P
x P (x) logP (x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèì àëü-

íîé î æèäàåìîé äëèíîé çàêî äèðîâàííîã î ñîîáùåíèÿ. Ëþáîé äðóãîé êî ä,
î ñíîâ àííûé íà íåïðàâèëüíî ì ïðåäñòàâëåíèè îá èñòî ÷íèêå ñîîáùåíèé
ïðèâåäåòê áî ëüøåé î æèäàåìîé äëèíå ñîîáùåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ÷åì
ëó÷øåíàøà ìî äåëüèñòî ÷íèêà,òåì êî ìïàê òíåå ìîãóò áûòüçàêî äèðîâàíû
äàííûå.
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Â çàäà÷å îáó÷åíèÿ èñòî ÷íèêî ì äàííûõ ÿâëÿåòñÿ íåêàÿ íåèçâåñòíàÿ
íàì èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P (D jh0 ). Îò ëè÷èåìåæäó íåé è
ìî äåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì P (D jh ) ïî ìåðå Êóëáàêà�Ëåáëåðà:

jP (D jh ) � P (D jh0 )j =
X

D

P (D jh0 ) log
P (D jh0 )
P (D jh )

=

=
X

D

P (D jh0 ) [L (D jh ) � L (D jh0 )] > 0

ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ðàçíèöó î æèäàåìîé äëèíû êî äèðîâàíèÿ äàííûõ ñ
ïî ìîùüþ ãèïî òåçû è ìèíèì àëüíî âîçìî æíîé. Ýòà ðàçíèöà âñåãäà íåî ò-
ðèöàòåëüíàè ðàâíà íó ëþ ëèøü ïðè ïî ëíî ì ñîâïàäåíèè äâóõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, ãèïî òåçàòåì ëó÷øå, ÷åì êîðî ÷å ñðåäíÿÿ äëèíà
êî äèðîâàíèÿ äàííûõ.

Òåîðèÿ Øåííîíà ïðåäïî ëàãàåò, ÷òî êî ä h èçâåñòåí êàê î òïðàâèòåëþ,
òàê è ïî ëó÷àòåëþ ñîîáùåíèé. Â òåîðèè îáó÷åíèÿ èçâåñòíûì ïðåäïî ëà-
ãàåòñÿ ëèøü íåêî òîðî å àïðèîðíî å ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî ñòåéP (h) 16.
Ñîî òâåòñòâåííî, çàêî äèðîâàííî å ñîîáùåíèå â ýòî ì ñëó÷àåäî ëæíî èìåòü
äâå ñîñòàâëÿþùèå: îïèñ àíèå ñïî ñîáà ðàñêî äèðîâàíèÿ h äëèíîé L (h) =
� logP (h) è çàêî äèðîâàííûå ýòèì ñïî ñîáî ì äàííûå äëèíîé L (D jh ) =
� logP (D jh ). Â ñîî òâåòñòâèèñ ïðèíöèïî ì ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñ à-
íèÿ (Minimum DescriptionLength), îïòèì àëüíàÿ ãèïî òåçà ìèíèìèçèð óåò
èìåííî ýòó ñóìì àðíóþ äëèíó îïèñ àíèÿ äàííûõ L (D ; h) = L (D jh ) +
L (h) = � logP (D ; h):

hM D L = argmin
h

L (D ; h) :

Èìåííî ñóìì àðíàÿ äëèíà îïèñ àíèÿ äàåòïðàâèëüíóþ îöåíê ó î æèäàåìîãî
ðèñêà

hL (D jh )i D �
X

D

P (D jh0 ) L (D jh ) ;

ñîî òâåòñòâóþùåãî îøèáê å î áî áù åíèÿ íà íîâûõ äàííûõ, à âîâñå íå ýìïè-
ðè÷åñêèéðèñêL (D jh ), ñîî òâåòñòâóþùèé îøèáê å î áó÷åíèÿ. Ïî ñëåäíèé
ìî æåò áûòü ñâåäåí ê íó ëþ â äî ñòàòî ÷íî ñëîæíîé ìî äåëè,ò.å. íå äàåò

16Â ýòîì ñìû ñëå, òåîðèþ îá ó÷åíèÿ ì î æí î ñ÷èòàòü îáîá ù åíè åì òåîðèè î ïòèì àëüí î ãî
êî äèðî âàíèÿ.
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ïðåäñòàâëåíèÿ î ðåàëüíî ì ðèñêå ïðåäñêàçàíèé.Òîãäàêàêäëÿñóìì àðíîé
äëèíû îïèñ àíèÿ ìî æíî äîêàçàòü(ñì. [Vapnik1995]),÷òî ñ âåðîÿòíî ñòüþ
íå ìåíüøåé 1 � � :

hL (D jh )i D 6 2(L (D ; h) ln 2 � ln � ) :

Ïî ñêî ëüêó âñå ðèñêèïðîïîðöèîíà ëüíû ÷èñëóäàííûõ, âòîðîé ÷ëåí â
ïðàâîé ÷àñòèïðåíåáðåæèìî ì àë ïî ñðàâíåíèþ ñ î ñòàëüíûìè ïðè áî ëü-
øî ì N. Òàêèì îáðàçî ì, äëÿ óäåëüíûõ îøèáîê â ðàñ÷åòåíà î äèí ïðèìåð
l (�) � N � 1L (�) ïî ëó÷àåì:

hl (D jh )i D 6 2ln 2 � l (D ; h) :

Èíûìè ñëîâàìè, èìåííî ñîâìå ñòíàÿ äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ è ãèïî-
òåçû îãðàíè÷èâàåòîøèáê ó îáîáùåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ò ðåçóëüòàò íå
çàâèñèòíè î ò ÷èñëàïðèìåðîâ, íè î ò êîíêðåòíîã î âèäàôóíêöèé, ñðåäè
êî òîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå, íè î ò ñïî ñîáà ðåãóëÿðèçàöèè,íè, íàêîíåö, î ò
òîãî, êàêîâà îøèáê à îáó÷åíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìèçàöèÿ ñîâìå ñòíîé äëèíû îïèñ àíèÿ ÿâëÿåòñÿ
î ÷åíü îáùèì, òåîðåòè÷åñêè îáî ñíîâ àííûì ïðèíöèïî ì, êî òîðûé ìî æíî
ïî ëîæèòüâ î ñíîâ ó ïðîöå ññà îáó÷åíèÿ.

Ïðî âåðêà àïðèîðíûõ ãèïî òåç(ê ðàçäåëó¾Îöåíê à ïàðàìåò ðî â ïî
Áàéåñó¿)

Ñòàòñóììû, ÷åðåç êî òîðûå âûðàæàåòñÿEvidence,â ñëó÷àåãàóññîâûõ øó-
ì à è Prior, èìåþ ò âèä:

Z � =
� �

2�

� � d/2
;

Z � =
�

�
2�

� � N d/2

;

Z �;� = exp

 

�
� N d

2
� 2

y �
� � N

2(� N + � )

X

i

hyi i
2

! �
(� N + � )

2�

� � d/2
:
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Ëîãàðèôì Evidenceâ ýòî ì ñëó÷àåðàâåí:

ln P (D j� ; � ) =

= ln
Z

dh P (D jh; � ) P (h j� ) = ln Z �;� � ln Z � � ln Z � =

=
�

�
� N d

2
� 2

y �
� � N

2(� N + � )
hy i 2

�
�

d
2

ln
�

(� N + � )
2�

�
+

+
N d
2

ln
�

�
2�

�
+

d
2

ln
� �

2�

�

è äî ñòèãàåòì àêñèìó ì à ïðè ñëåäóþùåì çíà÷åíèè � :

0 =
@

@�

�
�

� N
2

hy i 2 �
(� N + � )

+
d
2

ln
�

�
(� N + � )

��
=

=
�
�

� N
2

hy i 2 +
d
2

�
(� N + � )

�

�� �
@

@�

�
�

(� N + � )

� �
:

Åñëèíó ëüîïðå äåëÿåòñÿïåðâûì ñîìíî æèòåëåì,òî îïòèì àëüíî åçíà÷åíèå
� ðàâíî:

� M L =
� N

� N
d hy i 2 � 1

;
� N
d

hy i 2 > 1 :

Â ïðî òèâíî ì ñëó÷àåïåðâûé ñîìíî æèòåëüâñåãäàïî ëîæèòåëåí,è íó ëü
ïðîèçâ î äíîé äî ñòèãàåòñÿçàñ÷åòâòîðîã î ñîìíî æèòåëÿ,ðàâíîãî íó ëþ ïðè
áåñêîíå ÷íî ì � :

� M L = 1 ;
� N
d

hy i 2 6 1 :

Àíà ëîãè÷íûì îáðàçî ì íàõî äèì îïòèì àëüíóþ îöåíê ó � :

� � 1
M L =

N
N � 1

� 2
y :

BayesianInformation Criterion (ê ðàçäåëó¾Áàéåñîâà èíòåðïî ëÿöèÿ
ôóíêöèé¿)

Â ïðåäåëåáî ëüøîãî ÷èñëàïðèìåðîâ àïðèîðíàÿ âåðîÿòíî ñòüãèïî òåç ãî-
ðàçäî áî ëååãëàäêàÿ ôóíêöèÿ î ò h, ÷åì Likelihood. Âû÷èñëÿÿäëèíó îïè-
ñàíèÿ ìî äåëè

L (D jH ) = � ln
Z

dhP (h) exp(� L (D jh; H )) ;
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âîçüìåì èíòåãðàë â ïðî ñòðàíñòâå ãèïî òåç ìåòî äî ì ïåðåâàëà. Â èòîãå
ïî ëó÷èì ïðèáëèæåííî å âûðàæåíèå:

L (D jH ) ' L (D jhM L ; H ) +
1
2

ln jH j ; H � rr L (D jh; H ) jM L :

Êàæäûé÷ëåí ãåññèàíà H ïðîïîðöèîíà ëåí N , ïî ñêî ëüêó îøèáê à àä-
äèòèâíà, à ðàíã ýòîé ì àòðèöû ðàâåí ýôôåêòèâíî ìó ÷èñëó ñâîáî äíûõ
ïàðàìåòðîâ ãèïî òåç M . Ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíûé ÷ëåí â ëîãàðèôìå äå-
òåðìèíàíò à ãåññèàíàðàâåí ln jH j ' M ln N .

Îò ñþäàïî ëó÷àåì òàêíàçûâàåìûé áàéåñîâñêèéèíô îð ìàöèîííûé êðè-
òåðèé (BayesianInformationCriterion � BIC):

L (D jH ) ' L (D jhM L ; H ) +
M
2

ln N :

Åãî ìî æíî òðàêòîâàòüñëåäóþùèì îáðàçî ì. Èíòåãðàë Evidenceðàâåí
ïðîèçâ åäåíèþ ñâî åãî ì àêñèìó ì à íà ñîî òâåòñòâóþùèé îá úåì â ïðî ñòðàí-
ñòâå ãèïî òåç:

P (D jH ) =
Z

dh P (D jh; H ) P (h jH ) ' P (D jhM L ; H )
� hposter ior

� hpr ior
:

Êî ýôôèöèåíò ñæàòèÿ ôàçîâ îãî îá úåì à çà ñ÷åòñîäåðæàùåéñÿâ äàí-
íûõ èíôîð ì àöèè íàçûâàþò èíîã äà ôàêòîðî ì Îêê àìà . Èìåííî å åãî ëî-
ãàðèôì ôèãóðèðóåòâ BIC. Ïî ñêî ëüêó õàðàêòåðíàÿòî ÷íî ñòüîïðå äåëåíèÿ

ïàðàìåòðîâ ìî äåëè� hm / 1
. p

N , à ïðî ñòðàíñòâî ãèïî òåç M -ìåðíî, òî
ëîãàðèôì ôàêòîðà Îêê àì à ì àñøòàáèðóåòñÿ ñîãëàñíî BIC:

ln
� hpr ior

� hposter ior
�

M
2

ln N :

Ñîãëàñíî Ðèññàíåíó , àñèìïò î òè÷åñêè ýòî ìèíèì àëüíî å êî ëè÷åñòâî
èíôîð ì àöèè, íåîá õî äèìî å äëÿ âûáîðà íàèëó÷øåé ãèïî òåçû ñ íàèëó÷-
øåé òî ÷íî ñòüþ. Â áàéåñîâñêîé èíòåðïðåòàöèè� ýòî êî ëè÷åñòâî èíôîð-
ì àöèè, ñóæàþùåé àíñàìá ëü ãèïî òåç â ìî äåëè îïòèì àëüíîé ñëîæíî ñòè.
Ôàêòè÷åñêèæå, ðå÷üèäåòîá î äíî ì è òî ì æå.

Çàìåòèì, ÷òî BIC íå ïðî òèâîðå÷èòòî ìó , ÷òî äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ
àíñàìá ëåì ìåíüøå, ÷åì ñîâìå ñòíàÿ äëèíà îïèñ àíèÿ äàííûõ î òäåëüíîé
ãèïî òåçîé, êî òîðàÿ è îïðå äåëÿåòîáîáùàþùóþ ñïî ñîáíî ñòü:

L (D jhM L ; H ) < L (D jH ) < L (D ; hM L jH ) :
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Äåéñòâèòåëüíî,ïî ñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìî æíî ïåðåïèñàòüâ âèäå:

L (D jhM L ; H ) < L (D jhM L ; H ) + ln
� hpr ior

� hposter ior
<

< L (D jhM L ; H ) + ln � hpr ior :

Ñîî òâåòñòâåííî, ðàçíèöà î æèäàåìîé îøèáêè ïðåäñêàçàíèé íàèáî ëåå
ïðàâäîïî äîáíîé ãèïî òåçû è îïòèì àëüíîã î àíñàìá ëÿ ðàâíà ln � hposter ior .

Îïòèìèçàöèÿ êëàñòåðíîé ì î äåëè (ê ðàçäåëó¾Áàéåñîâà
êëàñòåðèçàöèÿ¿)

Ïðè âû÷èñëåíèè äåòåðìèíàíò à jA j ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèì àíèå, ÷òî
â òî ÷êå ýêñòðåìó ì à âñå íåíó ëåâûå âòîðûå ïðîèçâ î äíûå íàõî äÿòñÿ íà
ãëàâíîé äèàãîíà ëè ì àòðèöû A :

@2

@wi;m @wi 0;m 0
ln P (D jh; � )

�
�
�
�
hM L

=

=
@2

@wi;m @wi 0;m 0

X

m;n

P (m jn ) lnP
�

x (n ) jm
�

=

= �
�
2

X

n

P (m jn )
@2

�
wm � x (n )

� 2

@wi;m @wi 0;m 0
=

= � �
X

n

P (m jn ) � m;m 0� i;i 0 = � � N P (m) � m;m 0� i;i 0

@2

@Pm @Pm 0
ln P (D jh; � )

�
�
�
�
hM L

= �
X

n

P (m jn )
P2 (m)

� m;m 0 = �
N � m;m 0

P (m)
:

Òàêèì îáðàçî ì, äåòåðìèíàíò ì àòðèöû A ðàâåí ïðîèçâ åäåíèþ âñåõ åå
äèàãîíà ëüíûõ ÷ëåíîâ:

jA j = (� N )M d N M

 
Y

m

P (m)

! d� 1

:
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×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèÿ Evidenceâ îïòèì àëüíîé ìî äåëè,òî îíî îïðå-
äåëÿåòñÿ íàéäåííûì âûøå äåòåðìèíàíò î ì è çíà÷åíèåì Likelihood, äëÿ
êî òîðîã î èìååì, ñ ó÷åòî ì íàéäåííîã î çíà÷åíèÿ � M L :

ln P (D jhM L ; � M L ) =

= �
(N � M ) d

2
+

N d
2

ln
�
2�

�
X

m;n

P (m jn ) ln
P (m jn )

P (m)
;

ln P (D j� M L ) ' ln P (D jhM L ; � M L ) �
1
2

ln jA j +
1
2

(M d + M ) ln (2� ) :
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àíàëèçàäàííûõ íà î ñíîâ å àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòè.Îáñ óæäàþòñÿ ïðè-
ëîæåíèÿ ïî äõî äà.
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NEURAL APPROXIMA TIONS OF PROBABILITY DENSITY IN
INFORMA TIONAL MODELLING

Abstract

The problemof probability densityapproximationbasedon setof multivari-
ate experimentaldata is consideredfrom the practical informatics point of
view. Effectiveneuralapproximationtechniquesfor thedensityareproposed.
Statementsfor severaldataanalysisproblemsarepresentedusingdensityap-
proximationapproach.Applicationsof themethodarediscussed.
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Ïëî òíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è ååðî ëü â
èíôîð ì àöèîííî ì ì î äåëèðîâàíèè

Ðàññìîòðèì ïðîá ëåìó ïî ñòðî åíèÿ ýìïèðè÷å ñêèõìî äåëåéíà î ñíîâ å ÷èñ-
ëîâûõ äàííûõ. Ðå÷üïîéäåò îá îáó÷åíèè áåç ó÷èòåëÿíà ïðèìåðàõ â óñëî-
âèÿõ íåîïðå äåëåííî ñòè î õàðàêòåðåìî äåëè. Ïóñòü äàííûå ñîñòàâëÿþò
ñîâîêóïíî ñòüèìåþùèõ ñÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíò îâ èëè íàáëþäåíèé
íàä íåêî òîðîé ñëîæíîé 1 ñèñòåìîé èëè óñòðîéñòâî ì. Â öåíòðå ðàññìî ò-
ðåíèÿ ëåæèòì àòðèöà íàáëþäåíèé D j k , â êî òîðîé j = 1; : : : ; N � íî-
ìåð íàáëþäåíèÿ (î äíà ñòðîêà â òàáëèöå èëè çàïèñü â áàçåäàííûõ), à
k = 1; : : : ; M � íî ìåð íàáëþäàåìîé ïåðåìåííîé xk (ïðèçíàêà, ôàêòîðà,
ñâîéñòâà è ò.ä.). Ìà òðè÷íûì ýëåìåíò î ì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî � ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íåïðåðûâ-
íûõ ïåðåìåííûõ è íå áóäåì ïîê à êàñàòüñÿäèñêðåòíûõ (îð äèíàëüíûõ è
êàòåãîðèàëüíûõ) íàáëþäåíèé.

Íà ýòî ì ýòàïå î òíî ñèòåëüíî ìå õàíèçì à ïîðî æäåíèÿ äàííûõ áóäåì
ïðåäïî ëàãàòüñëåäóþùåå:

� íàáëþäàåìî å çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåéíåêî òîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû;

� íàáëþäàåìûå äàííûå ïîðî æäåíû ñòàöèîíàðíûì ïðîöå ññîì (ñèñòå-
ìîé), ò. å.ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû íå çàâèñÿòî òâðå-
ìåíè;

� ðàçëè÷íûå íàáëþäåíèÿ íå çàâèñÿòäðóãî ò äðóãà;

� ôàêòíàáëþäåíèÿ íå âëèÿåòíà ñâîéñòâàèññëåäóåìîé ñèñòåìû (ïðî-
öåññà).

Òàêèì îáðàçî ì, ñ÷èòàåì, ÷òî íàáëþäàåìûå äàííûå ïîðî æäåíû íåêî-
òîðîé âåðîÿòíî ñòíîé [1] ñðåäîé. Ïðè ýòî ì ìî æíî âûäåëèòüíå ñêî ëüêî

1Ï î ä÷åðêí åì ðàçíèö ó ì åæäó ýêñï åðèì åíòî ì è í àáëþäåíè åì. Ï ðè ï ðî âåäåíèè ýêñïå-
ðèìå í òà óñëî âèÿ âí åøí åãî âî çäåéñòâèÿ è ï àðàì åòðû èññëåäóåì î é ñèñòåìû óï ðàâëÿþò-
ñÿ ýêñï åðèì åíò àòîðî ì. Ï ðè ï ðîñòî ì íà áëþäåí èè ñèñòåì à èçó÷àåòñÿ ï ðè òåõ ï àðàì åòðàõ
è óñëî âèÿõ, â êîòî ðûõ î í à (ñëó÷àéíî) î êàçàëàñü â ì î ì åíò í àáëþäåíèÿ. Ðàçëè÷èå âåñü-
ì à ñóù åñòâåíí î ï ðè èçó÷åíèè, í àï ðèì åð, ñî öèàëüíûõ, ðûí î ÷íûõ ñèñòåì èëè æèâûõ
î ðãàíèçì î â. Â ï î äîá íûõ ñëó÷àÿõýêñï åðèì åíò , êàê ï ðàâèëî, í åâî çì î æåí.
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î ñíîâíûõ ïðè÷èí, ïî êî òîðûì ïðåäëàãàåòñÿ ñîãëàñèòüñÿñ âåðîÿòíî ñò-
íîé 2 òðàêòîâêîé äàííûõ:

� ïðîöå ññèçìåðåíèÿ ñîïðÿæåí ñ ýêñïåðèìåíò àëüíûìè ïîãðåøíî ñòÿ-
ìè;

� èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé [2], ò. å. íå ñâî äèìîé ê ñóììå
ñâîéñòâ î òäåëüíûõ êî ìïîíåíò , à íàáëþäàåìî å ìíîã îîáðàçèå äàí-
íûõ ìî æåò áûòü ðàâíîâåðîÿòíî îá úÿñíåíî âåëèêèì ìíî æåñòâî ì
ñòðóêòóðíûõ îïèñ àíèé, ïðè ýòî ì íåëüçÿ äî ñòîâåðíî ïðåäïî ÷åñòü
íè î äíî èç íèõ;

� îá úåì èçìåðåíèé êîíå ÷åí è íå ìî æåò ñ÷èòàòüñÿèñ÷åðïûâàþùèì
îïèñ àíèåì ñèñòåìû.

Â ýòèõóñëîâèÿõ ìû áóäåì ãîâ îðèòü î ñòàòèñòè÷åñêîé ìî äåëè, îïè-
ñûâàþùåé ñîâîêóïíî ñòüäàííûõ, êàêîá èíô îð ìàöèîííîé ìî äåëèèçó÷à-
åìîé ñëîæíîé ñèñòåìû.

Íàèáî ëååïî ëíûì ñòàòèñòè÷åñêèì îïèñ àíèåì íàáëþäàåìûõ äàííûõ
ÿâëÿåòñÿ ñîâìå ñòíàÿ ïë îòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òî ÷åê â
âåêòîðíî ì ïðî ñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ P(x1; x2; : : : ; xM ). Ðàññìîòðèì î ñî-
áåííî ñòèçàäà÷è ååàïïðîê ñèì àöèè. Â î òëè÷èåî ò òðàäèöèîííûõ ïî ñòà-
íîâ îê çàäà÷ ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ [3], êîãäàâ ðàñïîðÿæåíèè ó èññëåäîâà-
òåëÿèìåþ òñÿ ïàðû çíà÷åíèé ¾àðãóìåíò�ô óíêöèÿ¿, ïðè àïïðîê ñèì àöèè
ïëî òíî ñòèäàíû òî ëüêî êîîð äèíàòû òî ÷åêâ ìíîã î ìåðíî ì ïðî ñòðàíñòâå.
Ïî ýòî ìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîê ñèì àòîðî ì ïëî òíî ñòè P ìíî æåñòâà
òî ÷åêD â ïàðàëëåëåïèïåäå V ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ A, òàêàÿ,÷òî:

� A ðàâíà íó ëþ âíå V ;

� A íîð ìèðîâ àíà íà V :
R

A(X )dV = 1;

� Îòíîøåíèå èíòåãðàëîâ î ò A ïî äâóì îá úåì àì V1 è V2 èç V , ñîäåð-
æàùèì òî ÷êèèç D, ¾ñòðåìèòñÿ¿ê î òíîøåíèþ ÷èñëàòî ÷åêèç D â
ýòèõîá úåì àõ.

2Ñîäåðæàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äðóãèå (í å âåðî ÿòí îñòíû å) òðàêòîâêè. Â ÷àñò-
í îñòè, ñèñòåì à ì î æåò ðàññì àòðèâàòüñÿ, êàê î ïè ñûâàåì àÿ í åêîòî ðûì ÷èñëî ì äåòåðìè-
íè ðî âàííûõ ñêðûòûõ ôàêòîðî â, à ñòîõàñòè÷íîñòü í àáëþäàåìûõ ï åðåì åííûõ (êîòî ðûõ
îá û÷í î áî ëüø å, ÷åì ôàêòîðî â) ÿâëÿåòñÿ âí åøí åé ï î îòí î ø åíèþ ê ñàì î é ñèñòåì å. Äðó-
ãîé ï î äõî ä � í åëèí åéíû å äèí àìè÷ åñêèå ñèñòåìû, ï î ðî æäàþù èå í àáëþäàåìûé äèí àìè-
÷åñêèé õàîñ.
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Íàìåðåííî îãðàíè÷èâøèñü ñòî ëü íå ñòðîãèì îïðå äåëåíèåì, ïî ä÷åðê-
íåì âàæíûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî ÷êèçðåíèÿ ñâîéñòâà çàäà÷è:

� âñÿêàÿïîïûòê àâî ññòàíîâ ëåíèÿ ïëî òíî ñòèâäàëè çàãðàíèöàìè îá ú-
åì àV , ñîäåðæàùåãî òî ÷êèíàáëþäåíèé, ïî òðåáóåòäîïî ëíèòåëüíûõ
ïðåäïî ëîæåíèé è îãðàíè÷åíèé;

� âíóòðè èññëåäóåìîã î îá úåì àçàäà÷àâî ññòàíîâ ëåíèÿ ïëî òíî ñòèòàê-
æåÿâëÿåòñÿíåêîððåêòíî ïî ñòàâëåííîé [4], õî òÿ áû óæåïî òî ìó , ÷òî
ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî;

� ó çàäà÷è, â íåêî òîðî ì ñìûñëå, íåò ¾íàèëó÷øåãî¿ ðåøåíèÿ, èìåÿ â
âèäóèñïî ëüçîâàíèå îöåíåííîé ïëî òíî ñòèäëÿ ãåíåðàöèè è îá úÿñ-
íåíèÿ íîâûõ äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî íåêî òîðûå ïðî ñòûå,êàæóùèåñÿåñòåñòâåííûìè, ïîïûò-
êè ïî ñòðîèòü ôóíêöèîíà ëû, îïòèìèçàöèÿ êî òîðûõ âåäåòê óñòðàíåíèþ
íåêîððåêòíî ñòèçàäà÷è, ÷àñòî ïðèâî äÿò ê ðåøåíèÿì ñ âåñüìà ñêðîìíîé
ïðàêòè÷åñêîé ïî ëüçîé. Òàêíà ïðèìåð, åñëèâ êà÷åñòâå òàêîãî ôóíêöèîíà-
ëàâûáðàòüïîïó ëÿðíûé ïðèíöèï ì àêñèì àëüíîã î ïðàâäîïî äîáèÿ, ò.å.

max
X

j 2 D

log(A(D j ))

è íå ïðåäïðèíÿòü íèê àêèõ äîïî ëíèòåëüíûõ ìåð ïî ðåãóëÿðèçàöèè,òî
ëåãêî ïî ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ

A(x) =
1

kDk

X

j 2 D

� (x � D j )

ÿâëÿåòñÿíåîãðàíè÷åííî ¾ïðàâäîïî äîáíîé¿, óäîâëåòâîðÿÿ íàèëó÷øèì îá-
ðàçî ì âñåì óñëîâèÿì, íà ëîæåííûì ðàíåå íà àïïðîê ñèì àòîð. Ê ñîæàëå-
íèþ, óíèâåðñàëüíûõ àâòî ì àòè÷åñêèõðåöåïòîâ äëÿ ðåãóëÿðèçàöèèíå ñó-
ùåñòâóåò.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõìû âåðíåìñÿ ê ïðàêòè÷åñêèì ìåòî äàì ðåãóëÿ-
ðèçàöèèçàäà÷è àïïðîê ñèì àöèè,à ñåé÷àñçàäàäèìñÿâîïðî ñîì, ÷òî äàåò
èññëåäîâàòåëþ çíàíèå ñîâìå ñòíîé ïë îòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ
èçó÷àåìîãî î áúåêò à?

Â íåêî òîðî ì ñìûñëå, îïèñ àíèå íà ÿçûêå ïëî òíî ñòèðàñïðåäåëåíèÿñî-
î òâåòñòâóåòîïèñ àíèþ íà ÿçûêåâî ëíîâ îé ôóíêöèè â êâàíòîâ îé ìå õàíèêå.
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Ïî ëíî òà ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñ àíèÿ íà î ñíîâ å ñîâìå ñòíîé ïëî òíî ñòèâå-
ðî ÿòíî ñòè ïî äðàçóìåâ àåò, ÷òî â ïëî òíî ñòè P ñîäåðæèòñÿ ïðàêòè÷åñêè
âñÿ3 èíôîð ì àöèÿ îá èññëåäóåìîé ñèñòåìå,êî òîð óþ ìî æíî ïî ÷åðïíóòü
èç èìåþùèõ ñÿ äàííûõ. Ýòî, â ñâîþ î ÷åðåäü, îçíà ÷àåò, ÷òî âñå íàáëþäà-
åìûå ñëåäñòâèÿî çíà÷åíèÿõ è ðàñïðåäåëåíèÿõ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ïðè
ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõìîãóò áûòü ïî ëó÷åíû ïóòåì âû÷èñëåíèé ôóíêöèî-
íà ëîâ î ò P: Èñêî ìûå ôóíêöèîíà ëû â îáùåì ñëó÷àåìîãóò áûòü îöåíåíû
ìåòî äî ì Ì îíòå�Ê àðëî ñ ðàçëè÷íûìè âàðèàöèÿìè [5].

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âàæíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ çàïðîñîâ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ïðèêëàäíîé èíòåðåñ.

1. Î äíîôàêò îðíûå óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàêðàñïðåäåëåíêàêîé-
òî èõ ïðèçíàêîâ, åñëèçíà÷åíèÿ î ñòàëüíûõ ïðèçíàêîâ èçâåñòíû äî-
ñòîâåðíî? Â ñëó÷àå,åñëèâûäåëåííûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿâûõî äíûì
(çàâèñèìûì î ò î ñòàëüíûõ) è êî äèðóþùèì íåêî òîðûé î òêëèê,ýòà
çàäà÷àñîî òâåòñòâóåòçàäà÷åðàñïî çíàâàíèÿ î áðàçîâ. Â êà÷åñòâå èñ-
êî ìîã î êî äà îáðàçà, çàäàâàåìîã î î ñòàëüíûìè ïðèçíàêàìè, ïðèíè-
ì àåòñÿ íàèáî ëååâåðîÿòíî å èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå â ðàñïðåäåëåíèè
ïðèçíàêà-êî äà.Òàêàÿ ïëî òíî ñòüâåðîÿòíî ñòèíàçûâàåòñÿ óñëîâíîé:

P(xk jx �
1; : : : ; x �

k � 1; x �
k+1 ; : : : ; x �

M ) =

=
P(x �

1; : : : ; x �
k � 1; xk ; x �

k+1 ; : : : ; x �
M )

R
dxk P(x �

1; : : : ; x �
k � 1; xk ; x �

k+1 ; : : : ; x �
M )

Òàêèì îáðàçî ì, èìååò ìå ñòî ïðîïîðöèîíà ëüíî ñòü:

p(xk ) � P(x �
1 : : : xk : : : x �

M )

Â îáùåì ñëó÷àå,â î òëè÷èåî òòðàäèöèîííîé çàäà÷èàïïðîê ñèì àöèè
ïîâ åðõíî ñòèî òêëèêà èëè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðè èñïî ëüçîâà-
íèè äëÿ îöåíêè óñëîâíîé ïëî òíî ñòè(êàêôóíêöèè î äíîé ïåðåìåí-
íîé xk ) íåêî òîðîé àïïðîê ñèì àöèè ñîâìå ñòíîé ïëî òíî ñòèP ïî ëó-
÷àåòñÿ èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå âî çìî æíûõ çíà÷åíèé ðåçóëüò àòà,
à íå òî ëüêî åãî íàèáî ëååâåðîÿòíî å çíà÷åíèå.

3Â äåéñòâèòåëüí îñòè, âñåãäà ï ðî èñõî äèò í åêîòî ðàÿ ï îòåðÿ èí ôî ðì àöèè âñëåäñòâèå
î øèáî ê àïï ðî êñèì àöèè. Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî î ãðàíè÷åíè å èí ôî ðì àöèè ï ðè àïï ðî êñè-
ì àöèè ï ëîòí îñòè îá úåì î ì èí ôî ðì àöèè, ñî äåðæàù èì ñÿ â èñõî äíûõ äàííûõ � ÿâëÿåòñÿ,
ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, îòâåòîì í à äèñêóññèþ ñ À. À. Åæî âûì [6].
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Àíà ëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿè çàäà÷àðàñïðåäåëåíèÿ ïàðû ïðèçíà-
êîâ èëè ëþáîã î äðóãîãî èõ ÷èñëà:

P(x1; : : : ; xqjx �
q+1 ; : : : ; x �

M ) � P(x1; : : : ; xq; x �
q+1 ; : : : ; x �

M ):

2. Ïðîïó ñêè â äàííûõ. Êàêèåçíà÷åíèÿ ìî æåòïðèíèì àòüíåêî òîðûé
ïðèçíàê, åñëè çíà÷åíèÿ ÷àñòèäðóãèõ ïðèçíàêîâ èçâåñòíû äî ñòî-
âåðíî, à î ñòàâøèõñÿ - íåèçâåñòíû âîâñå? Ê ýòîé çàäà÷å ñâî äèòñÿ
èçâåñòíàÿ ïðî áëåìà çàïî ëíåíèÿ ïðîïóñê îâ â ò àáëèöàõ äàííûõ , â
êîíòåê ñòåíåéðîííûõ ñåòåéïî äðîáíî ðàññìî òðåííàÿ â ðàáîòå [7].
Ñîî òâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ ì àðãèíàëüíûìè èíòåãðà-
ëàìè î ò ñîâìå ñòíîé ïëî òíî ñòè:

P(xk jx �
q : : : x �

M ) �
Z

dx1; : : : ; dxh P(x1::xh ; : : : ; xk ; : : : ; x �
q : : : x �

M ):

3. Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç. Êàêîâà ôîð ì à ïëî òíî ñòèðàñïðåäåëåíèÿ
óñëîâíûõ âåðîÿòíî ñòåéâûäåëåííûõ ïðèçíàêîâ, åñëèèçâåñòíû î ä-
íîôàê òîðíûå ïëî òíî ñòèðàñïðåäåëåíèÿî ñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ðå-
çóëüòàò:

P(x1 : : : xqjp(xq+1 ) : : : p(xM )) �

�
Z

dxq+1 p(xq+1 ) : : : dxM p(xM )P(x1; : : : ; xM ):

4. Îáðà òíûå çàäà÷è. Êàêîâû äî ëæíû áûòü âåëè÷èíû ïåðåìåííûõ
x1; : : : ; xk � 1; xk+1 ; : : : ; xM , ÷òîáû íàèáî ëååâåðîÿòíûì çíà÷åíèåì
äëÿ ïåðåìåííîé xk áûëî ÷èñëî x?

k ? Ýòà çàäà÷à ñâî äèòñÿ ê (÷èñ-
ëåííî ìó) ïîèñê ó ðåøåíèé íåëèíåéíîã î óðàâíåíèÿ íà ì àêñèìó ì
âåëè÷èíû óñëîâíîé âåðîÿòíî ñòè

max
x k

P(xk jx1; : : : ; xk � 1; xk+1 ; : : : ; xM ) = x?
k

êàêôóíêöèè M � 1 ïåðåìåííîé. Ýôôåêòèâíî ñòüðåøåíèÿ òàêîé çà-
äà÷è âî ìíîã î ì îïðå äåëÿåòñÿ ôóíêöèîíà ëüíîé ïðî ñòî òîé âûáðàí-
íîé àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòè.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå ðàçëè÷íûå êî ìáèíàöèè ïå-
ðå÷èñëåííûõ çàäà÷ (íà ïðèìåð, ñëó÷àé,êîãäà÷àñòüïåðåìåííûõ èç-
âåñòíû òî ÷íî, äëÿ äðóãèõèçâåñòíû ëèøü îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé, à
ïðî ÷èå� íåèçâåñòíû).
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Âàæíî î òìåòèòü,÷òî âñå âûðàæåíèÿ, â êî òîðûõ èñïî ëüçóåòñÿ ñîâ-
ìå ñòíàÿïëî òíî ñòü,òðåáóþòååîïðå äåëåíèÿñòî ÷íî ñòüþäî íåêî òî-
ðîãî ïî ñòî ÿííîã î ìíî æèòåëÿ� âåçäå âñòðå÷àþòñÿ òî ëüêî î òíîøå-
íèÿ ïëî òíî ñòåé.Ýòà äåòàëü ñóùåñòâåííî îá ëåã÷àåòíàøó çàäà÷ó!

Ïî äõî äû ê àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïåðå õî äèì òåïåðü ñîáñòâåííî ê âîïðî ñó ïî ñòðî åíèÿ àïïðîê ñèì àöèé.
Îñíîâíîé îá úåì ëèòåðàòóðû ïî âîïðî ñàì àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòèâå-
ðî ÿòíî ñòèìî æíî óñëîâíî ðàçáèòüíà òàêèåêðóïíûå ðàçäåëû, êàê:

� Ïàðàìåò ðè÷åñêèåìåò î äû àïïðîê ñèì àöèè. Ïî äõî äû ýòîãî ðàçäå-
ëàî ñíîâ àíû íà ïðåäïî ëîæåíèè î êîíêðåòíî ì ôóíêöèîíà ëüíî ì âè-
äå ðàñïðåäåëåíèÿ, êî òîðûé çàâèñèòî ò íåêî òîðûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè
ïàðàìåòðû äàëååâûáèðàþòñÿ íà î ñíîâ å ñòàòèñòè÷åñêèõêðèòåðè-
åâ ì àêñèì àëüíîã î ïðàâäîïî äîáèÿ èëè ì àêñèìó ì à àïî ñòåðèîðíîé
âåðîÿòíî ñòèîïèñ àíèÿ äàííûõ ìî äåëüþ. Òåîðèÿ è ìåòî äèêè ýòîãî
ðàçäåëàïî äðîáíî îáñóæäàþòñÿ â òåêñòàõ ïî ì àòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå è îáðàáî òêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíò îâ.

� Ì åòî äû íåïàðàìåò ðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ñþäà î òíî ñÿòñÿ âûáî-
ðî÷íûå ÷àñòî òíûå ãèñòîãðàììû (ì àëî ïðèìåíèìûå â ìíîã î ìåðíî ì
ñëó÷àå,ñì. íèæå) è øèðîêèé êëàññìåòî äîâ, î ñíîâ àííûõ íà àï-
ïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòè ñìå ñüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé [8�10]. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì òàêîé àïïðîê ñèì àöèè ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâû ñìå ñè [11],
ðàäèàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè, à òàêæå âåéâëåò-ìåòî äû [12].

Ïëî òíî ñòüðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ � ïî
÷èñëóèññëåäóåìûõ ïðèçíàêîâ. Â óñëîâèÿõ,êîãäà èìååòñÿ äîïî ëíèòåëü-
íàÿ èíôîð ì àöèÿ î ñòåïåíè çàâèñèìî ñòèèëè íå çàâèñèìî ñòè ïðèçíàêîâ,
ýòà ïëî òíî ñòüìî æåò áûòü ôàêòîðèçîâàíà íà ôóíêöèè ìåíüøåã î ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Ïðè äîïî ëíèòåëüíûõ ñâåäåíèÿõ îá îáóñëîâëèâàíèè î äíèõ
ïðèçíàêîâ äðóãèìè óäîáíåå ãîâ îðèòü îá óñëîâíûõ 4 ïëî òíî ñòÿõ ðàñïðå-
äåëåíèé, êî òîðûå òàêæå çàâèñÿòî ò ìåíüøåã î ÷èñëàïåðåìåííûõ (ò.å.,

4Ñóù åñòâóåò òî÷êà çðåíèÿ (ñì. í àï ðèì åð, [13]), ÷òî âåðî ÿòí îñòü, êàê ì åðà í àøèõ
î æèäàíèé (belief), âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óñëî âí î é, ò. å. îá óñëî âëåíí î é òåêóù èì îá úåì î ì èí-
ôî ðì àöèè, èì åþù èì ñÿ ó èññëåäî âàòåëÿ.
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òî ëüêî î ò îáóñëîâëèâàþùèõ ïðèçíàêîâ). Òàêî å ôàêòîðèçîâàííî å îïèñ à-
íèå äàåòñÿ áàéåñîâûìè ñåò ÿìè ñî áûòèé [5].

Áàéåñîâû ñåòèÿâëÿþòñÿ,ïî-âèäèìî ìó , ñàìîé ðåâî ëþöèîííîé òåõíî-
ëîãèåé ïî ñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ5 â îá ëàñòèèñêóññòâåííîã î èíòåëëåêòà.
Îñíîâíî å èõ äî ñòîèíñòâ î � óíèâåðñàëüíî å è èíòóèòèâíî ïîíÿòíî å ïðåä-
ñòàâëåíèå ìî äåëåé,î ñíîâ àííûõ íà äàííûõ. Â ïðî òèâîïî ëîæíî ñòüíåé-
ðîííûì ñåòÿì, ãðàôè÷åñêèåáàéåñîâû ìî äåëèäîïóñê àþò ïðÿìóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ. Áàéåñîâà ñåòüñîñòîèò èç óçëîâ, ñîî òâåòñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûì çàäà÷è, è ðåáåð, î òðàæàþùèõ çàâèñèìî ñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè.
Îò ñóòñòâèåðåáðàìåæäó äâóìÿ óçëàìè îçíà ÷àåòíå çàâèñèìî ñòüìåæäó
î òâå÷àþùèìè èì ïåðåìåííûìè.

Áàåéñîâû ñåòè� ñòî ëü îáøèðíàÿ è êðàéíå èíòåðåñíàÿ íàó÷íàÿ îá-
ëàñòü,÷òî, íå èìåÿ âîçìî æíî ñòèáî ëååïî äðîáíî îáñóæäàòü çäåñü ýòî ò
âîïðî ñ, àâòîð ïðåäëàãàåòîçíàê î ìèòüñÿ ñ íèì ïî ðàáîòå[14] 6.

ÐÈÑ. 1. Áàéåñî âà ñåòüäëÿ 9 ï åðåì åííûõ

5Áèëë Ãåéòñçàÿâèë â èíòåðâüþ ãàçåòå¾Ëîñ-Àíæ åëåñÒàéì ñ¿(28 î êòÿáðÿ 1996ãîäà),
÷òî áàéåñî âû ñåòè áî ëåå ï åðñï åêòèâíû è çí à÷èìû, ÷åì DOS� åñëè ñðàâíèâ àòü èõ ï î
ñòåï åíè âëèÿíèÿ í à îá ù åñòâî (Ãåéòñ â ñâî èõ âûñòóïëåíèÿõ è ïóá ëèêàöèÿõ í å ï ðî ÷ü
í àï î ìíèòü ìè ðó, ÷òî ñàìûì ÷òî íè í à åñòüðåâî ëþö èî ííûì ñîá ûòèåì XX âåêà áûëî
èçîáðåòåíè å î ï åðàöèî íí î é ñèñòåìû, êîòî ðóþ ñì î ãëè èñï î ëüçîâàòü äàæå äî ì î õî çÿéêè).
� Ñì. URL: http://www .cs.berkeley.edu/ � murphyk/Ba yes/la.times.html

6Ñì. URL: http://ba yes.wustl.edu/etj/prob/book.pdf.tar .gz
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Âàæíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïî ñòðî åíèÿ áàéåñîâîé ñåòèïðîèñ õî äèò ðå-
äóêöèÿïëî òíî ñòè.Òàê,íà ïðèìåð [15], äëÿ áàéåñîâîé ñåòè,î òðàæàþùåé
çàâèñèìî ñòè ìåæäó 9 ïåðåìåííûìè (ðèñ.1), ïëî òíî ñòü ôàêòîðèçóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçî ì:

P(A; B ; C; D ; E ; F; G; H ; I ) = P(A)P(B )P(CjA; B )P(D jC)�

� P(E jD )P(F jC)P(GjE ; F )P(H jG)P(I jG)

Êàæäàÿèç ïî ëó÷åííûõ ôóíêöèé çàâèñèòî ò î äíîé èëè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Äàëåå,åñëè îãðàíè÷èòüñÿâìå ñòî îïèñ àíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿò-
íî ñòèòî ëüêî èõ ì àòåìàòè÷åñêèìè î æèäàíèÿìè, òîãäà ôîð ì àëüíî ñâÿçü
ìåæäó îáóñëîâëèâàþùèìè (âõî äíûìè) è îáóñëîâëèâàåìûìè (âûõî äíû-
ìè) ïðèçíàêàìè ìî æåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðåäñòàâëåíà ìíîã î ñëîéíîé
íåéðîííîé ñåòüþ [16], èçâåñòíîé ñâîèìè õîðîøèìè àïïðîê ñèì àöèîí-
íûìè ñâîéñòâàìè (ñì. íà ïðèìåð, [17]). È, íàêîíåö, åñëè â ðàñïîðÿæå-
íèè èññëåäîâàòåëÿèìåþ òñÿ ôîð ì àëüíûå ëîãè÷åñêèåñîî òíîøåíèÿ ìåæ-
äó âõî äíûìè è âûõî äíûìè ïåðåìåííûìè, òî èõ ìî æíî î òðàçèòüâ ôîð ìå
ýêñïåðòíûõ ñèñòåì èëè ôóíêöèîíà ëüíûõ óðàâíåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïî äõî ä íà î ñíîâ å çàìåíû çàäà÷è àï-
ïðîê ñèì àöèè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åéêëàññèôèêàöèè, ïðè ýòî ì ðàññìî ò-
ðåíèå âåäåòñÿ íà èñõî äíî ì óðîâíå ñîâìå ñòíîé ìíîã î ìåðíîé ïëî òíî ñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî ñòè. Ñóòü ìå òî äà ñîñòîèò â ïî ñòðî åíèè íàè-
ëó÷øåãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà,ïîçâ î ëÿþùåãî î òëè÷èòüíàáëþäàåìóþ ñî-
âîêóïíî ñòüäàííûõ î ò íåêî òîðîé èñêóññòâåííîé âûáîðêè äàííûõ ñ èç-
âåñòíîé ïëî òíî ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî ò ìåòî ä ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìî ìó ,
î òíî ñèòåëüíî íîâûì [18] è ì àëî ðàñïðî ñòðàíåí 7. Ðàññìîòðèì åãî â ñà-
ìîé ïðî ñòîé ôîð ìå � íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Àïïðîê ñèì àöèÿ ïëî òíîñòè íà î òðåçêå

Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿâûáîðêàèçñóììû äâóõðàçëè÷íûõ
ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé, àïðèîðíûå âåðîÿòíî ñòèêî òîðûõ ðàâíû:

Pexact =
0:5

p
2� � 12

exp
�

�
jx � 1j2

2 � 1

�
+

0:5
p

2� � 0:52
exp

�
�

jx � 3j2

2 � 0:5

�

7Àâòîðó ï îñ÷àñòëèâèëîñü ï ðåäëî æèòüýòîò ì åòîä í åçàâèñèì î îò äðóãèõïóá ëèêàöèé.
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Ãðàôèêòî ÷íîã î çíà÷åíèÿ ïëî òíî ñòèïðåäñòàâëåí ñïëîøíîé ëèíèåé íà
ðèñ.3. Îá úåì âûáîðêè � 2N òî ÷åê.Äëÿ àïïðîê ñèì àöèèòàêîé ïëî òíî ñòè
ðàñïðåäåëåíèÿíà î òðåçêå [� 3; 5] äîïî ëíèòåëüíî (èñêóññòâåííî) ðàçûãðà-
åì åùå 2N ðàâíî ìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ òî ÷åê.Èõ ïëî òíî ñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà êîíñò àíòå:

P0 =
1

x r ig ht � x l ef t
=

1
8

Îá úåäèíèì îáà ìíî æåñòâà â î äíî � èõ 4N íàáëþäåíèé. Ïåðâûì 2N
òî ÷êàì ñîïî ñòàâèì çíà÷åíèå ¾êëàññA¿, ðàâíî å 1. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûì 2N òî ÷êàì ïðèïèøåì ¾êëàññB ¿ñî çíà÷åíèåì 0. ÊëàññB âûïî ë-
íÿåò ýôôåêòèâíóþ ôóíêöèþ øóì à. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïî ñòðî åíèè
êëàññèôèêàòîðà, î òëè÷àþùåãî òî ÷êè ñèãíàëà (êëàññA) î ò ýòîãî øóì à.
Âûõî ä êëàññèôèêàòîðà áóäåò ïðèíèì àòü çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [0; 1]. Â
êà÷åñòâå êëàññèôèêàòîðà ïðåäëàãàåòñÿ èñïî ëüçîâàòüìíîã î ñëîéíóþ íåé-
ðîííóþ ñåòü ñ ñèãìîèäà ëüíûìè íåéðîíàìè [16], îáó÷àåìóþ ìåòî äî ì
RProp(Ïðèëî æåíèå A).

Èòàê,íà âõî ä íåéðî ñåòåâîãî êëàññèôèêàòîðà ïî äàåòñÿêîîð äèíàòà î ä-
íîé èõ òî ÷åêñîâîêóïíîé âûáîðêè, è ïðè îáó÷åíèè òðåáóåì, ÷òîáû âûõî ä
íåéðî ñåòèáûë ðàâåí 0 ëèáî 1 â çàâèñèìî ñòèî ò êëàññà, ê êî òîðî ìó ïðè-
íàäëåæèòäàííàÿ òî ÷êà. Êëàññêàæäîé òî ÷êè äî ñòîâåðíî èçâåñòåí (ïî
ïî ñòðî åíèþ).

Áåçñîìíåíèé, ó òàêîãî êëàññèôèêàòîðà íåò øàíñîâ áåçîøèáî ÷íî îáó-
÷èòüñÿ,òàêêàêïðåäúÿâëÿåìûå åìó òî ÷êèîáîèõ êëàññîâýôôåêòèâíî ïå-
ðåìåøàíû íà î òðåçêå. Äëÿ êàæäîé òî ÷êè â î òäåëüíî ñòèíåò ñïî ñîáà äî-
ñòîâåðíî ñêàçàòü,ïîðî æäåíàîíà ñèãíàëî ì èëè øóìî ì. Ê ÷åìó æå áóäåò
ñõî äèòüñÿîáó÷åííûé êëàññèôèêàòîð?

Äëÿ î òâåòàíà ýòî òâîïðî ñâûäåëèì îêðåñòíî ñòüdx íåêî òîðîé òî ÷êèx
íà èññëåäóåìî ì î òðåçêå.Â ýòîé îêðåñòíî ñòè÷èñëî òî ÷åêêëàññàA áëèçêî
ê P(x)dx; à ÷èñëî ãî ëî ñóþùèõ çà êëàññB ñòðåìèòñÿ ê P0(x)dx: ßñíî,
÷òî ìèíèìèçèð óþùåå êâàäðàò óêëîíåíèÿ (ò.å. îïòèì àëüíî å) çíà÷åíèå íà
âûõî äå êëàññèôèêàòîðà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

y(x) =
P(x)

P(x) + P0(x)

ðàâíîé î òíîøåíèþ ÷èñëóãî ëî ñîâ, ïî äàííûõ çà� 1� ê îáùåìó ÷èñëóãî-
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ÐÈÑ. 2. Ãèñòîãðàìì à îá ó÷àþù èõ äàííûõ êëàññà À (ñèãí àë)

ëî ñîâ. Îò ñþäà äëÿ ôîð ìû ïëî òíî ñòèëåãêî íàõî äèì

P(x) = P0
y(x)

1 � y(x)

Ïðî ñòîé àíàëèç÷óâñòâèòåëüíîñòèäàåò

� P � P
1

y(1 � y)
� y

ò.å. îøèáê à àïïðîê ñèì àöèè ñîñðåäî òî ÷åíà â î ñíîâíî ì â îá ëàñòÿõ íàñû-
ùåíèÿ ñèãìîèäû âûõî äíîã î íåéðîíà êëàññèôèêàòîðà.

Ðåçóëüòàòû àïïðîê ñèì àöèè ýòèì ìåòî äî ì ïðèâåäåíû íà ðèñ.3, ãäå
òàêæå ïðèâåäåí ãðàôèêòî ÷íîé ôîð ìó ëû äâóõ ãàóññèàíîâ. Äî ñòàòî ÷íî
ëåãêî âèäåòü,÷òî òàêîé àïïðîê ñèì àöèèâåñüìàòðóäíî äî ñòè÷ü,ñãëàæèâàÿ
ãèñòîãðàììó .
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ÐÈÑ. 3. Ðåçóëüòàò í åéðîñåòåâî é àïï ðî êñèì àöèè ï ëîòí îñòè ðàñï ðåäå-
ëåíèÿ (ïóíêòè ð) â ñðàâí åíèè ñ òî÷í î é ôî ðì î é ï ëîòí îñòè (ñï ëî øí àÿ
ëèíèÿ)

Â ïðèâåäåííî ì ïðèìåðå, â äåéñòâèòåëüíîñòè,íèãäåíå èñïî ëüçîâàëñÿ
ôàêò î äíî ìåðíî ñòèðàñïðåäåëåíèÿ. Â òî ÷íî ñòèòàêîé æå ìåòî ä èñïî ëü-
çóåòñÿäëÿàïïðîê ñèì àöèèìíîã î ìåðíûõ äàííûõ. Îñò àíîâèìñÿ òåïåðüíà
î ñîáåííî ñòÿõ è âèäèìûõ ïðîá ëåì àõ ïðåäëîæåííîã î ìåòî äààïïðîê ñèì à-
öèè ïëî òíî ñòè.

� ¾Ïðîêëÿòèå ðàçìåðíîñòè¿. Ïðî ñòûåîöåíêè ïîê àçûâàþò, ÷òî ïðè
ðî ñòå÷èñëàïåðåìåííûõ íàäåæäûíà íàäåæíî åñòàòèñòè÷åñêî åîïè-
ñàíèå äàííûõ òàþò íà ãëàçàõ.Òàê, äëÿ ïî ñòðî åíèÿ äî ñòîâåðíîé
ãèñòîãðàììû â ïðî ñòðàíñòâå 10 èçìåðåíèé äàæå ñ äâóìÿ èíòåð-
âàëàìè ïî êàæäîìó èç íèõ òðåáóåòñÿ ïîðÿäê à 30 � 210 = 30; 000
òî ÷åê.Òàêèåîá úåìû äàííûõ èìåþ òñÿòî ëüêî â ïðèëî æåíèÿõ, î òíî-
ñÿùèõñÿ ê ðåàëüíî ìó âðåìåíè (ïî ñòóïëåíèå ôèíàíñîâûõ òèêîâ íà
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áèðæàõ,èëèîíëàéí-äèàãíî ñòèêà).Ó ýêñïåðòîâ, èçó÷àþùèõ íåêî òî-
ðî åóñòîé÷èâî åÿâëåíèå èëèñèñòåìó, îáû÷íî èìåþ òñÿáàçûäàííûõ
ëèøü ñ 100�5000çàïèñÿìè. Íà òàêîé âçðûâíîé õàðàêòåðçàâèñèìî-
ñòèîá úåì à òðåáóåìûõ äàííûõ î ò ðàçìåðíî ñòèîáðàòèëèâíèì àíèå
åùå ïèîíåðû ¾ðàñêîïêè äàííûõ¿ (datamining), òàêèåêàêJohnTukey
[19]. Â íàøåì ïî äõî äå ýòà ôóíäàìåíò àëüíàÿ ïðîá ëåì à, ðàçóìååò-
ñÿ,íå óñòðàíÿåòñÿ,íî ÷àñòè÷íî î ñëàáëÿåòñÿòåì ôàêòî ì, ÷òî î ÷åíü
ñëîæíûå, ñóùåñòâåííî ìíîã î ìåðíûå, ôîð ìû ïîâ åðõíî ñòèïëî òíî-
ñòèâñòðå÷àþòñÿ ðåäêî , ïî ýòî ìó íà ïðàêòèêå ïî ÷òè âñåãäàíåéðî-
ñåòåâîé êëàññèôèêàòîð ýôôåêòèâíî íàõî äèò ãëàâíûå î ñîáåííî ñòè
è íà ïðàâëåíèÿ âàðèàöèèôóíêöèè.

� Êà÷åñòâî îá îáùåíèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ñóòüïðîá ëåìû ñîñòîèò â
òî ì, ÷òî ïðè óëó÷øåíèè êà÷åñòâà àïïðîê ñèì àöèè îáó÷àþùèõ äàí-
íûõ âîçíèê àåòïåðåõî ä ê èõ ïðÿìî ìó çàïî ìèíàíèþ, ïðè ýòî ì òåðÿ-
þ òñÿîáîáùàþùèå ñâîéñòâà ìî äåëè.Ê íàñòî ÿùåìó ìî ìåíò ó ðàçðà-
áî òàí øèðîêèé êðóã ñòàòèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ îöåíêè êà÷åñòâà
îáîáùåíèÿ (ñì. [16], ñ.376).Îáû÷íî îöåíê à îøèáêè ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â îáùåé ôîð ìå

Îøèáê à î áî áù åíèÿ = Îøèáê à î áó÷åíèÿ+
+ Øòðàô çàñëî æíîñòü ìî äåëè

Ñîî òíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñòàâëÿþùèìè îøèáêè íàèáî ëååïî-
ñëåäîâàòåëüíî îöåíèâ àåòñÿ ïðè áàéåñîâî ì îáó÷åíèè. Ñòðîãî ãîâ î-
ðÿ, â íàøåì ïî äõî äå èñïî ëüçóþòñÿ äâà òèïà ðåãóëÿðèçàöèè� âû-
áîð àïïðîê ñèì àòîðà êîíò ðî ëèðóåìîé ñëîæíî ñòè è ðåãóëÿðèçàöèÿ
øóìî ì â äàííûõ. Ïðè èñïî ëüçîâàíèè íå ñêî ëüêèõâûáîðîê èç øó-
ìîâ îãî ðàñïðåäåëåíèÿêàæäàÿòî ÷êà ñèãíàëà,îáðàçíî ãîâ îðÿ, îêðó-
æàåòñÿ îá ëàêî ì øóì à, ÷òî ïðåïÿò ñòâóåòïðÿìî ìó çàïî ìèíàíèþ.

� Ýôôåêòèâíûå îáó÷àþùèå âûá îðêè. Çäåñü ïðîá ëåì à çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òî ì, ÷òî ÷èñëî ïðèìåðîâ, ãåíåðèðóåìûõ àïïðîê ñèìèðóåìîé
ïëî òíî ñòüþ êîíå ÷íî è çàäàíî çàðàíåå,â òî âðåìÿ êàêèìååòñÿ ïî ë-
íàÿ ñâîáî äàâ ãåíåðàöèèäàííûõ ¾øóìîâ îãî¿ ðàñïðåäåëåíèÿ.Êàêîé
âûáîð äàííûõ ïðåäïî ÷åñòü?Îòâ åò8 íà ýòî ò âîïðî ñ ðàññìî òðåí â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

8Ï î-ï ðåæí åì ó, óðî âåíü ñòðîãîñòè è îáîñ í î âàíí îñòè äàâàåìûõ ðåêî ì åí äàöèé äà-
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Áóòñòðåï-âûá îðêè

Äëÿ ïî ñòðî åíèÿ ñåìåéñòâà ðàâíî ìîùíûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê èõ ýêñïå-
ðèìåíò àëüíûõ òî ÷åêè áàçîâ îãî î äíîðî äíîã î ðàñïðåäåëåíèÿ íåîá õî äèìî
èìåòü âîçìî æíî ñòüïîðî æäàòü íîâûå íàáîðû ýêñïåðèìåíò àëüíûõ äàí-
íûõ. Ãåíåðàöèÿíîâûõ âûáîðîê èçáàçîâ îãî ðàâíî ìåðíîã î ðàñïðåäåëåíèÿ
p0 íå ïðåäñòàâëÿåòïðîá ëåì, à ÷òî äåëàòü ñ èññëåäóåìûì ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì? Î äèí èç âîçìî æíûõ î òâåòîâ íà ýòî ò âîïðî ñ�
ìåòî ä áóòñòðåï 9 � ïðåäëîæåí, ïî-âèäèìî ìó , Áðýäî ì Ýôðîíî ì [20] â íà-
÷àëå70-õãî äîâ.

Ì åòî ä, â öåëîì, î ñíîâ àí íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè. Äëÿ ìíî æåñòâà
òî ÷åê â ìíîã î ìåðíî ì ïðî ñòðàíñòâå ïëî òíî ñòüâ ôîð ìå ñóììû äåëüòà-
ôóíêöèé îá ëàäàåòì àêñèì àëüíûì ïðàâäîïî äîáèåì (ñì. íà÷àëî ëåêöèè).
Òîãäà,åñëèäëÿ ïîðî æäåíèÿ íîâûõ âûáîðîê ïî ëüçîâàòüñÿòàêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì, ýòî áóäåòýêâèâàëåíòíî âûáîðêàì èç äàííîã î ìíî æåñòâà íåêî-
òîðîã î íîâ îãî ìíî æåñòâà òî ÷åêñ âî çâðàòîì . Â âûáîðêå áóäóò ïîâ òîðå-
íèÿ, íî, â íåêî òîðî ì ñìûñëå, òàêàÿâûáîðêà ñòàòèñòè÷åñêèðàñïðåäåëåíà
òàê æå, êàê è èñõî äíî å ìíî æåñòâî òî ÷åê.Ââî äíûå ëåêöèèïî áóòñòðåï-
ìåòî äàì èìåþ òñÿ â Èíòåðíåò [21], ïî ýòî ìó ìû íå áóäåì èçëèøíå ïî-
äðîáíî î ñòàíàâëèâàòüñÿíà òåîðåòè÷åñêèõâîïðî ñàõ.Îòìåòèì ëèøü, ÷òî
÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóòñòðåï-âûáîðîê äëèíû N èç ñîâîêóïíî ñòè N íà-
áëþäåíèé ðàâíî CN � 1

2N � 1. Ýòî çíà÷åíèå ëåãêî ïî ëó÷èòü,åñëèðàññìî òðåòü
çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ N � 1 ïåðåãîðî äîê â öåïî ÷êå èç N øàðèêîâ. Âàæ-
íî, ÷òî ÷èñëî âàðèàíòîâ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõèíòåðåñíûõ îá úåìîâ äàííûõ
çàâåäî ìî âåëèêî (ñì. òàáë.1.).

Èìåÿ â ñâî åì ðàñïîðÿæåíèè íåîãðàíè÷åííî å ÷èñëî âûáîðîê èç øó-
ìîâ îãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ñîî òâåòñòâóþùèå áóòñòðåï-âûáîðêè äëÿ ïî ëåç-

ëåê îò óðî âíÿ ôî ðì óëèðî âî ê òåîðåì. Ï ðîáëåì à çäåñü � ì åòîäî ëî ãè÷åñêàÿ. Çà ðåäêèì
èñêëþ÷åíè åì í åâî çì î æí î âûñêàçàòü àáñî ëþòí î âåðí îå (è ï ðè ýòîì ï ðàêòè÷åñêè ï î-
ëåçí îå!) óòâåðæäåíè å îòí îñèòåëüí î í åêîòî ðî ãî êî íê ðåòíî ãî í àáî ðà äàííûõ. 10-ëåòíèé
î ïûò àâòîðà ï î êàçûâàåò, ÷òî êàæäûé ðàç â í î âî é çàäà÷å äàííû å óñòðîåíû ñî âåðø åíí î
ï î-ð àçí î ì ó, è ÷àñòî èññëåäî âàíè å ï ðèõî äèòñÿ í à÷èí àòü ï ðàêòè÷åñêè ñ íó ëÿ. Ñîáñòâåí-
í î, ýòî è èì åë â âèäó John Tukey, åù å â 60-õ ãîäàõ îòäåëÿÿ îá ëàñòüàí àëèçà äàííûõ
îò ì àòñòàòèñòèêè[19].

9Áóòñòðåï � òðàí ñëèòåðàöèÿ àíãëèéñêî ãî bootstrap (äîñëî âí î ¾òÿíóòü çà çàñòåæêè
áîòèí î ê¿), î çí à÷àþùàÿ ¾èñï î ëüçîâàòü ñóù åñòâóþù èé âàðèàíò ñèñòåìû èëè ï ðî öåññà
äëÿ ñî çäàíèÿ í î âî ãî âàðèàíòà¿(ñëî âàðü Lingvo 5.0). Â êî ìïü þòåðí î é ëèòåðàòóðå ýòèì
òåðìèí î ì í àçûâàþòñÿ ñàì î çàãðóæàþù èåñÿ ï ðî ãðàììû.
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ÒÀÁËÈÖÀ 1. Çàâèñèì îñòü ÷èñëà ðàçëè÷íûõ áóòñòðåï-â ûáî ðî ê îò
ðàçì åðà èñõî äí î é ñî âî êóïí îñòè äàííûõ

N 5 10 20 30
×èñëî âûáî ðî ê 125 93539 6.93� 1010 5.9� :1016

íîã î ñèãíàëà, ìî æíî ïðèìåíÿòü ïî ñòðàíè÷íî å îáó÷åíèå. Ýòî îáó÷åíèå
ñíèæàåòðèñêñèñòåìàòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ðåçóëüòàòà, âûçâàííîã î ôèê-
ñèðîâàííî ñòüþ äàííûõ, òàê êàê íà ðàçíûõ ýïî õàõ îáó÷åíèÿ íåéðî ñåòè
ìîãóò èñïî ëüçîâàòüñÿðàçëè÷íûå îáó÷àþùèå âûáîðêè.

Ïî ñêî ëüêó ìíîã î ìåðíûå çàäà÷è àïïðîê ñèì àöèè ìîãóò ïðèâî äèòü ê
íåîá õî äèìî ñòèîáó÷åíèÿ íåéðî ñåòåéñ áî ëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ âå-
ñîâûõ êî ýôôèöèåíòîâ, âýòîé ðàáîòåìû î òêàçàëèñüî òáûñòðî ñõî äÿùèõñÿ
ìåòî äîâ íà î ñíîâ å îáðàùåíèÿ ãåññèàíà(èëè åãî ïðèáëèæåíèé) è èñïî ëü-
çîâàëè àäàïòèâíûé ìåòî ä RProp(ñì. Ïðèëî æåíèå À).

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â ýòî ì ðàçäåëåìû ïîïûò àåìñÿ ïðîèëëþñò ðèðîâàòü î ñîáåííî ñòè ïðåä-
ëîæåííîã î ìåòî äà àïïðîê ñèì àöèè íà ðåàëèñòè÷íûõ çàäà÷àõ. Ñîî òâåò-
ñòâóþùèå áàçû äàííûõ äî ñòóïíû â Èíòåðíåò [22], ïî ýòî ìó âîçìî æíà
ñâîáî äíàÿ íå çàâèñèìàÿ àïðîáàöèÿ.

Çàäà÷à Banana

Â ýòîé èãðóøå÷íîé äâóìåðíîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ ïî ñòðîèòü àïïðîê-
ñèì àöèþ ïëî òíî ñòèïî ñëîæíî ðàñïðåäåëåííûì íà ïëî ñêî ñòèâûáîðêàì
òî ÷åêèç íå ñêî ëüêèõïÿòåí ñëîæíîé ôîð ìû (ñì. ðèñ.4). Äàííûå äëÿ ýêñ-
ïåðèìåíòèðîâ àíèÿ äî ñòóïíû â Èíòåðíåò 10.

Â èñõî äíîé ïî ñòàíîâê åòî ÷êèñ÷èòàþòñÿïðèíàäëåæàùèìè äâóì êëàñ-
ñàì (òî ÷êèè ïëþñû íà ðèñ.4), òðåáóåòñÿ ðåøèòüçàäà÷ó êëàññèôèêàöèè.
Â ðàñøèðåííîé ïî ñòàíîâê å ïåðåìåííàÿ ïðèçíàêà êëàññà, ïðèíèì àþùàÿ

10URL: http://ida.f irst.gmd.de/ raetsch/data/banana/banana.data.tar.gz
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ÐÈÑ. 4. Èñõî äíû å äàííû å â çàäà÷å Banana

çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, äîáàâëÿåòñÿ ê èñõî äíûì äâóì êîîð äèíàòàì òî ÷åê,ïî-
ñëå÷åãî ïðåäëàãàåòñÿ ïî ñòðîèòü àïïðîê ñèì àöèþ ïëî òíî ñòèâ ñîâîêóï-
íî ì ïðî ñòðàíñòâå òðåõ èçìåðåíèé. Ïî ñëåóñïåøíîã î îáó÷åíèÿ íåéðî ñå-
òåâîãî êëàññèôèêàòîðà, ñ ïî ëó÷åííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëî òíî ñòèìî æíî
ðåøèòüíå ñêî ëüêî ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Ïðè ýòî ì ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ
ïî ñëåäîâàòåëüíîãî áàéåñîâîãî ïî äõî äà ê âû÷èñëåíèÿì, à èìåííî:

� Ïî ñòðî åííàÿ àïïðîê ñèì àöèÿ ïëî òíî ñòèÿâëÿåòñÿ ¾îáúåêòèâíîé¿ â
òî ì ñìûñëå, ÷òî â íåé î òðàæåíà ëèøü òà èíôîð ì àöèÿ,êî òîðàÿ èìå-
ëàñüâ äàííûõ.

� Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è èññëåäîâàòåëüäî áàâëÿåò íîâ óþ
àïðèîðíóþ èíôîð ì àöèþ â ååóñëîâèè è èíòåðåñóåòñÿòåì, êàêçíà-
íèå ýòîé äîïî ëíèòåëüíîé èíôîð ì àöèè â ñî÷åòàíèè ñ ¾îáúåêòèâ-
íîé¿ ïëî òíî ñòüþ î òðàçèòñÿ íà àïî ñòåðèîðíûõ óñëîâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ.
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Âûÿñíèì, íà ïðèìåð, êàêðàñïðåäåëåíû ïðèìåðû êëàññà0 (òî ÷êèíà ðèñ.4),
èìåþùèå êîîð äèíàòó y, ðàâíóþ 0:5? Â ïî ñòàíîâê å çàäà÷è ñîäåðæàòñÿ
äîïî ëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè äâóõ èç òðåõ ïåðåìåííûõ (à
èìåííî, äâå ïåðåìåííûå èçâåñòíû äî ñòîâåðíî). Äëÿ î òâåòà íà âîïðî ñ
çàäà÷è ôîð ì àëüíî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòüñâåðòêó òðåõìåðíîé ïëî òíî ñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ äåëüòà-ôóíêöèÿìè � èëè, ÷òî òî æå ñàìî å, íîð-
ìèðîâ àííóþ çàâèñèìî ñòüïëî òíî ñòèî ò î äíîé ïåðåìåííîé ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ äâóõ î ñòàâøèõñÿ.Òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà
ðèñ.5.
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ÐÈÑ. 5. Àï îñòåðèî ðí îå ðàñï ðåäåëåíè å òî÷åê âûäåëåíí î ãî êëàññà ñ
èçâåñòíûì çí à÷åíè åì î äí î é èç êîî ðäèí àò

Äðóãîé âîïðî ñ: êàêîâû î òíî ñèòåëüíûåâåðîÿòíî ñòèâñòðåòèòüïðèìå-
ðû ðàçíûõ êëàññîââ îêðåñòíî ñòèêîîð äèíàòû (1:5; 0:5)? Îòâ åò� ïî ÿâëå-
íèå ïëþñèê à â ýòîé òî ÷êå â 1:5 ðàçàâåðîÿòíåå, ÷åì òî ÷êè.
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Çàäà÷à ïðîãíîçà çàãðóçêè ïðîöå ññîðà ÝÂÌ (CompAct)

Ðàññìîòðèì áî ëååðåàëèñòè÷íóþ çàäà÷óïðîãíîçà äî ñòóïíî ñòèïðîöå ññî-
ðàÝÂÌ äëÿïî ëüçîâàòåëÿâðåàëüíûõ óñëîâèÿõýêñïëóàòàöèè(ýòîé ÝÂÌ).
Áàçàäàííûõ äëÿâûáðàííîé çàäà÷è (DELVE repository)ñîäåðæèòèçìåðå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìíîé è àïïàðà òíîé àêòèâíî ñòèâ êî ìïüþ òåðåSun
SparcStation20/712ñî 128M bïàìÿòè, ðàáîòàþùåì â ìíîã îïî ëüçîâàòåëü-
ñêî ì ðåæèìåâ óñëîâèÿõóíèâåðñèòåòà. Ïî ëüçîâàòåëèîáû÷íî âûïî ëíÿþ ò
áî ëüøî å êî ëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ î ò äî ñòóïà â Èíòåðíåò è ðå-
äàêòèðîâàíèÿ ôàéëîâ äî ïðîâ åäåíèÿ ðåñóðñîåìêèõ ðàñ÷åòîâ. Äàííûå î
ñîñòî ÿíèè ñèñòåìû çàïèñûâ àëèñü1 ðàçâ 5 ñåêóíä. Â ðåçóëüòàòåïî ëó÷åíà
8192çàïèñü ñ 13 ïàðàìåòðàìè (ñì. òàáë.2).

Ñóòüòðàäèöèîííîé ïî ñòàíîâêè çàäà÷è ñâî äèòñÿ ê ïðîãíîç ó ïî ñëåä-
íåé ïåðåìåííîé � ïî ëüçîâàòåëüñêîãî ÊÏÄ ñèñòåìû � ïî çíà÷åíèÿì î ñòàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â ïðî åêòå
Delve11. Â îáñóæäàåìîé â êîíòåê ñòåýòîé ëåêöèè ìåòî äèêå äëÿ ðåøå-
íèÿ òðåáóåòñÿ12 ïî ñòðîèòü 13-ìåðíóþ ñîâìå ñòíóþ ïëî òíî ñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòèáûëà èñïî ëüçîâàíà
íåéðîííàÿ ñåòüñ 26 íåéðîíàìè â ñêðûòî ì ñëîå. Î äíàêî, èìåÿ â ðàñïî-
ðÿæåíèè òàêóþ àïïðîê ñèì àöèþ, ìî æíî ðàññìî òðåòüè áî ëååèíòåðåñíûå
àíàëèòèêî-èíôîð ì àöèîííûå çàäà÷è, íåæåëèïðî ñòî ïðîãíîç ïåðåìåííîé
usr. Íà ïðèìåð, ïóñòü âñå ïàðàìåòðû êðîìå ðàçìåðà î ÷åðåäè ïðîöå ññîâ
ïðèíèì àþò ñâîè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Êàê â ýòèõóñëîâèÿõäî ëÿ ïî ëüçîâà-
òåëüñêîãî ïðîöå ññîðíîã î âðåìåíè çàâèñèòî òðàçìåðà î ÷åðåäè ïðîöå ññîâ?
Ðåçóëüòèðóþùàÿ çàâèñèìî ñòüïðèâåäåíà íà ðèñ.6.

Âèäíî, ÷òî ýòàçàâèñèìî ñòüíî ñèòíåëèíåéíûé õàðàêòåð� âñëåäñòâèå
ýôôåêòîâ, âîâñå íå î ÷åâèäíûõ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé îöåíêè íàãðóçêè
è ò. ï.

Òàêîãî òèïà ðåçóëüòàò íå ìî æåòáûòü ïî ëó÷åí ïóòåì ïðî ñòîé íåéðî-
ñåòåâîé ðåãðåññèè.

11URL: http://www .cs.toronto.edu/ delve/data/data sets.html
12Ñëåäóåòîòì åòèòü,÷òî åñëè ï î ëüçîâàòåëÿèíòåðåñóåòëèøü ï ðî ãí î ç 13-éï åðåì åíí î é

ï î çí à÷åíèÿì îñòàëüíûõ 12-òè, òî òàêàÿ ÷àñòíàÿ çàäà÷à ì î æåò áûòü ðåø åí à ïóòåì
ï ðèì åí åíèÿ îá û÷í î é ðåãðåññèè (í àï ðèì åð, ñ èñï î ëüçîâàíè åì í åéðî íí î é ñåòè). Íàø åé
æå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ï î ëó÷åíè å ðåø åíèÿ îá ù åé çàäà÷è ï ðî ãí î çàõàðàêòåðà ðàñï ðåäåëåíèÿ
÷àñòè ï ðèçí àêî â ï î èçâåñòíî é èí ôî ðì àöèè îá îñòàëüíûõ ï åðåì åííûõ.
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ÒÀÁËÈÖÀ 2. Ï àðàì åòðû çàäà÷è î çàãðóçêå ÝÂÌ.
Îáî çíà÷åíèå Îïèñà íèå ïà ðàìå òðà Ìèí. Ìàê ñ.

lread ×èñëî î ï åðàöèé ÷òåíèÿ-ï åðåäà÷
â ñåê. ì åæäó ñèñòåìí î é è ï î ëü-
çî âàòåëüñêî é ï àìÿòüþ

0 1845

lwrite ×èñëî î ï åðàöèé çàïèñè-ï åðåäà÷
â ñåê. ì åæäó ñèñòåìí î é è ï î ëü-
çî âàòåëüñêî é ï àìÿòüþ

0 575

scall ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçî âî â âñåõ
òèï î â â ñåê.

109 12493

sread ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçî âî â í à
÷òåíè å â ñåê.

6 5318

swrite ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçî âî â í à çà-
ïè ñü â ñåê.

7 5456

fork ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçî âî â fork
â ñåê.

0 20

exec ×èñëî ñèñòåìíûõ âûçî âî â exec
â ñåê.

0 60

rchar ×èñëî ñèìâ î ëî â â ñåê., ï åðåäà-
âàåìûõ ï îñðåäñòâî ì ñèñòåìíûõ
âûçî âî â í à ÷òåíè å

278 2526649

wchar ×èñëî ñèìâ î ëî â â ñåê., ï åðåäà-
âàåìûõ ï îñðåäñòâî ì ñèñòåìíûõ
âûçî âî â í à çàïèñü

1498 1801623

runqsz Ðàçì åð î ÷åðåäè ï ðî öåññî â 1 2823
freemen ×èñëî ñèñòåìíûõ ñòðàíèö, äî-

ñòóïíûõ äëÿ ï î ëüçîâàòåëüñêèõ
ï ðî öåññî â

55 12027

freeswap ×èñëî áëî êî â äèñêà, äîñòóïíûõ
äëÿ ñâî ïïèíãà ñòðàíèö

2 2243187

usr Äî ëÿ âðåì åíè (â ï ðî öåíò àõ)
â òå÷åíèè êîòî ðî ãî ï ðî öåññî ðû
ðàáîòàþò â ðåæèì å í åï îñðåä-
ñòâåíí î ãî îáñëóæèâàíèÿ ï î ëü-
çî âàòåëÿ (user mode)

0 99
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ÐÈÑ. 6. Çàâèñèì îñòü äî ëè ï î ëüçîâàòåëüñêî ãî âðåì åíè ï ðî öåññî ðà
îò ðàçì åðà î ÷åðåäè ï ðî öåññî â ï ðè òèïè÷íûõ çí à÷åíèÿõ îñòàëüíûõ
ï àðàì åòðîâ

Îáñ óæäåíèå

Ñòàòèñòè÷åñêî å îïèñ àíèå íà î ñíîâ å ñîâìå ñòíîé ïëî òíî ñòèðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíî ñòèïðèîáðåòàåò¾âòîðî å äûõàíèå¿ âñëåäñòâèåáóðíîã î ðàç-
âèòèÿâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Òàê, åñëè ñîâñåì çàáûòüîá îïòèìèçà-
öèè êî äà, òî 1000000 âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ íåéðî ñåòåâîé àïïðîê ñèì à-
öèè ôóíêöèè ïëî òíî ñòèî ò 10 ïåðåìåííûõ çàíèì àåòïîðÿäê à 15 ñåêóíä â
ñèñòåìåMatLab íà ¾òèïè÷íî ì¿ ñîâðåìåííî ì ïåðñîíà ëüíî ì êî ìïüþ òåðå.
Ýòî ïîçâ î ëÿåòïðèìåíÿòü äëÿîöåíîê óñëîâíûõ âåðîÿòíî ñòåéïðÿìûå ìå-
òî äû Ì îíòå-Ê àðëî, òðàäèöèîííî ñ÷èòàþùèå ñÿ ñàìûìè âû÷èñëèòåëüíî
òðóäî åìêèìè.
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Î äíà èç î ñíîâíûõ ïðîá ëåì, ïðåïÿò ñòâóþùèõ ñîçäàíèþ ïî ëíî ñòüþ
àâòî ì àòèçèðîâàííûõ ìåòî äîâ íà î ñíîâ å àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòè,êàê
âñåãäà,óõî äèòêîðíÿìè â¾ïðîêëÿòèåðàçìåðíî ñòè¿� â ìíîã î ìåðíî ì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðè òèïè÷íûõ îá úåì àõ äàííûõ è òèïè÷íîé ñëîæíî ñòèçàäà÷è
ïëî òíî ñòüðàñïðåäåëåíèÿ ñêîíöåíò ðèðîâàíà â êðîøå÷íûõ îá ëàñòÿõ, îá ú-
åì êî òîðûõ íè÷òî æíî ì àë â ñðàâíåíèè ñ àïðèîðíûì èññëåäóåìûì îá úå-
ìî ì. Òåì ñàìûì êðàéíå çàòðóäíÿåòñÿ ïî ëó÷åíèå¾ïîëåçíîé¿ ñòàòèñòèêè.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõçàäà÷ îáñóæäàåìûìè ìåòî äàìè ðî ëüýêñ-
ïåðòà� ñïåöèàëèñòà â ïðåäìåòíîé îá ëàñòè� ñîñòîèò â ôîð ìó ëèðîâêå
àïðèîðíîã î çíàíèÿ î ïàðàìåòðàõ çàäà÷è â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèé âå-
ðî ÿòíî ñòèè èíòåðïðåòàöèè ïî ëó÷åííûõ àïî ñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé,
à ðî ëü ñïåöèàëèñòà â âû÷èñëèòåëüíîé ì àòåìàòèêå è èíôîð ì àòèêå ñâî-
äèòñÿ ê ïî ñòðî åíèþ ýôôåêòèâíûõ àïïðîê ñèì àöèé è ïî ëó÷åíèþ äî ñòî-
âåðíûõ îöåíîê ïðè âû÷èñëåíèèèíòåãðàëîâ ìåòî äàìè Ì îíòå-Ê àðëî. Ðî ëü
êî ìïüþ òåðà� âûïî ëíÿòü îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè.

Áëàãî äàðíîñòè

Ïðè ïî äãî òîâêå ýòîé ëåêöèè àâòîð îáùà ëñÿ ñî ìíîãèìè ñïåöèàëèñòà-
ìè â ôèðìå ¾ÍåéðÎÊ¿ è çà åå ïðåäåëàìè, âñåì èì áî ëüøî å ñïàñè-
áî. Þ. Â.Òþ ìåíöåâ âçÿë íà ñåáÿ íåëåãêèé òðóä ïðèâåäåíèÿ âñåõ ëåê-
öèé â åäèíóþ ñèñòåìó. Îñîáî õî ÷åòñÿ ïîá ëàãî äàðèòüÀ. Í. Ãîðáàíÿ è
Í. Ã. Ìàê àðåíêî çà ïî ëåçíûå îáñóæäåíèÿ è ñîâåòû, à òàêæå Livermore
SoftwareTechnologyCorporationçàôèíàíñîâ óþ ïî ääåðæêó. Ñî òðóäíèêè
Í. Ã. Ìàê àðåíêî îêàçàëè íåîöåíèìóþ ïî ìîùü â èñïî ëüçîâàíèè ñèñòåìû
LATEX.

Ëèòåðàòóðà

1. Âåíòö åëü Å.Ñ. Òåîðèÿ âåðîÿòíî ñòåé.6-å èçä., ñòåð. � Ì.: Âûñøàÿ øêî ëà,
1999.� 576ñ.

2. Òåðåõîâ Ñ.À. Íåéðî ñåòåâûåèíôîð ì àöèîííûå ìî äåëèñëîæíûõ èíæåíåðíûõ
ñèñòåì// Â ñá.¾Íåéðîèíôîð ì àòèêà¿/ À. Í. Ãîðáàíü, Â.Ë. Äóíèí�Áàðê îâñêèé,
À. Í. Êèðäèí, Å.Ì. Ìèðê åñ, À. Þ. Íîâ î õî äüêî, Ä. À. Ðî ññèåâ,Ñ.À. Òåðåõîâ,
Ì. Þ. Ñåíàøîâ à, Â.Ã.Öàðåãîðî äöåâ. � Íîâ î ñèáèðñê:Íà óêà, 1998. � ñ.101�
136.
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3. Áåðäûøåâ Â.È., Ïå òðàê Ë. Â. Àïïðîê ñèì àöèÿ ôóíêöèé. Ñæàòèå÷èñëåííîé
èíôîð ì àöèè.Ïðèëî æåíèÿ. � Åêàòåðèíáóðã, 1999.
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Ïðèëî æåíèå À. Ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå áî ëüøèõ
íåéðîííûõ ñåòåé

Çàäà÷è àïïðîê ñèì àöèè ïëî òíî ñòèïðè áî ëüøèõ ðàçìåðíî ñòÿõ ïðî ñòðàí-
ñòâàïðèçíàêîâ è, ñîî òâåòñòâåííî, áî ëüøèõ îá úåì àõäàííûõ ìîãóò ïðèâî-
äèòüê íåîá õî äèìî ñòèîáó÷åíèÿ íåéðî ñåòåéñ áî ëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ (ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ ìåæíåéðîííûõ ñâÿçåé).Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî ìî æåòîãðàíè÷èâàòüïðèìåíèìî ñòüìîùíûõ ìåòî äîâ îáó÷åíèÿ
òèïà Ëåâåíáåðãà�Ìàðê àðàèëè BFGS,òàê êàê â íèõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå
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ïëî õî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíî-
ñòè [23]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðàäèöèîííûå ñõåìû ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì íåéðî ñåòè ìåòî äî ì îáðàòíîã î ðàñïðî ñòðàíåíèÿ
êðàéíå ìå äëåííî ñõî äÿòñÿ.

Íà ïî ìíèì, ÷òî îáó÷åíèåíåéðî ñåòèîáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿñäâèæåíèåì
ïðî òèâãðàäèåíòà îøèáêè ñ öåëüþ ååìèíèìèçàöèè:

4 Wij (n) = � "
@E(n)
@Wij

Áîëååóäà÷íî å íà ïðàâëåíèå ïîèñê à äëÿ ñëîæíûõ ïîâ åðõíî ñòåéîøèáêè
ìî æåò áûòü ïî ëó÷åíî ïóòåì èñïî ëüçîâàíèÿ ¾ìî ìåíò à¿, ò.å. ïàìÿòè î
íà ïðàâëåíèè äâèæåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå:

4 Wij (n) = � "
@E(n)
@Wij

+ � 4 Wij (n � 1)

Â ìåòî äå RProp(ResilientPropagation� ¾ýëàñòè÷íîå¿ðàñïðî ñòðàíå-
íèå), ïðåäëîæåííî ì â [24], êîððåêöèÿ êàæäîãî ñèíàïòè÷åñêîãî âåñà çà-
âèñèòòî ëüêî î ò çíàêà ïðîèçâ î äíîé è î ò ïîïðàâêè íà ïðåäûäóùåì øàãå.
Ïðè ýòî ì ïîïðàâê à äëÿ êàæäîãî âåñà èíäèâèäóàëüíà è àäàïòèâíà.

Â ñëó÷àå,åñëèêî ìïîíåíò à ãðàäèåíòà íå èçìåíèëà çíàê ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèåé,îïòèìèçàöèÿ ïðî õî äèò¾ãëàäêî¿, è ìî æíî óâå-
ëè÷èòüøàã äëÿýòîé êî ìïîíåíòû . Â ïðî òèâíî ì ñëó÷àåøàã óìåíüøàåò ñÿ
(ñì. ðèñ.7):

� = sign
� @E(k � 1)

@wij

@E(k)
@wij

�

� (k )
ij =

8
><

>:

minf � + � (k � 1)
ij ; � max g; � = 1

maxf � � � (k � 1)
ij ; � min g; � = � 1

� (k � 1)
ij ; � = 0

Ïîïðàâê à ê çíà÷åíèþ âåñà ñèíàïñ à âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð ìó ëå:

4 W (k )
ij =

(
� sign

�
@E (k )
@w ij

�
� (k )

ij ; � > 0

�4 Wij (k); � < 0

Íà ïðàêòèêå èñïî ëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ, âàðèàöèÿêî òîðûõ ì àëî ìåíÿåò êàðòèíó:
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ÐÈÑ. 7. Èäåÿ àëãîðèòì à î ïòèìè çàöèè ì åòîäî ì RProp

h+ = 1:2; h� = 0:5; Dmin = 0:0001; Dmax = 50:

Êàê âèäíî èç èçëîæåíèÿ, ìåòî ä RPropÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê àëãî-
ðèòìî ì îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Íèê àêàÿ ñïåöèôèêà
îïòèìèçàöèè èìåííî îøèáêè íåéðî ñåòèíå èñïî ëüçîâàíà. Ïðèâ åäåì ïî-
ýòî ìó â çàâåðøåíèå ëåêöèèýòî ò àëãîðèòì îïòèìèçàöèè â âèäåïðîãðàì-
ìû äëÿ ñèñòåìû Matlab.

% RPROP Ïîèñê áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè
% ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìåòîäîì RProp
%
% (c) 2002, Ñåðãåé À. Òåðåõîâ
%
function [x, fx, epoch, dnorm] = ...

rprop( fgrad, x, max_epochs, min_dnorm )

% -- Êîíñòàíòû ìåòîäà RProp
delta_0 = 0.01;
delta_max = 50;
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delta_min = 1e-6;
delta_inc = 1.2;
delta_dec = 0.5;

% -- Èíèöèàëèçàöèÿ
delta_x = delta_0*ones(size(x));
grad_x = zeros(size(x));
grad_sign = zeros(size(grad_x));
alldone = 0;
epoch = 0;

% -- Îñíîâíîé öèêë ïîèñêà ìèíèìóìà
while ~alldone

% -- Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò îïòèìèçèðóåìîé
% ôóíêöèè â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x
[grad_x, fx] = feval( fgrad, x );

% -- Ïðèìåíèòü RProp àëãîðèòì äëÿ
% âû÷èñëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî øàãà ïî
% êàæäîé êîîðäèíàòå
wrk = grad_x.*grad_sign;
delta_x = ((wrk>0)*delta_inc + ...

(wrk<0)*delta_dec + ...
(wrk==0)).*delta_x;

grad_sign = zeros( size(grad_sign) );
grad_sign = grad_sign + ...

( (wrk>=0)&(grad_x>0) ) - ...
( (wrk>=0)&(grad_x<0) );

delta_x = min(delta_x, delta_max);
delta_x = max(delta_x, delta_min);
dx = - delta_x.*sign(grad_x);

% -- Ñäåëàòü øàã ïî êîîðäèíàòàì
x = x + dx;

% -- Êîíòðîëü îñòàíîâà èòåðàöèé
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dnorm = norm( dx ) / ...
( sqrt(prod(size(dx))) + eps );

epoch = epoch + 1;
alldone = (epoch >= max_epochs) | ...

(dnorm <= min_dnorm);
end

return;

% TEST Òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ àëãîðèòìà RProp
%
function [grad, fun] = test( x )

ndim = length( x );
fun = 0;
grad = zeros( size(x) );
for j = 1:ndim

fun = fun + 0.5*( x(j) - j )^2;
grad(j) = x(j) - j;

end
return

Âûçîâ ïðîãðàììû èç êî ì àíäíîé ñòðîêè Matlab âåñüìà ïðî ñò:

[x, fx, epoch, dnorm] = ...
rprop( 'test', [11 3 19 124], 100, 1e-6 );

Åñëè ïðîãðàìì à íå ðàáîòàåò, ïîïðîá óéòå óäàëèòü êî ììåíò àðèè íà
ðóññêî ì ÿçûêå (èëè çàìåíèòå èõ àíãëèéñêèìè). Äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðî ñåòè
èëè ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ôóíêöèé áî ëüøîãî ÷èñëàïå-
ðåìåííûõ î ò ïî ëüçîâàòåëÿòðåáóåòñÿ çàïðîãðàììèðîâ àòü âèä ôóíêöèè,
íàçâàííîé çäåñütest (è, ïî âîçìî æíî ñòè,îçíàê î ìèòüñÿ ñ êíèãîé [23]).

Cåðãåé Àëåêñàíäðî âè÷ ÒÅÐÅÕÎÂ , êàíäèäàò ôèçèêî-ì àòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåéÑÔ-
ÒÈ,çàìåñòèòåëüãåíåðàëüíîã î äèðåêòîðà ÎÎÎ ¾ÍåéðÎÊ¿. Îá ëàñòüíàó÷-
íûõ èíòåðåñîâ � àíàëèçäàííûõ ïðè ïî ìîùè èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ
ñåòåé,ãåíåòè÷åñêèåàëãîðèòìû, ì àðêîâñêèåìî äåëè,áàéåñîâû ñåòè,ìå-
òî äû îïòèìèçàöèè, ìî äåëèðîâàíèå ñëîæíûõ ñèñòåì.Àâòîð 1 ìîíîãðàôèè
è áî ëåå50 íàó÷íûõ ïó áëèêàöèé.
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Àííî òàöèÿ

Èçâåñòíî, ÷òî åäèíîå ëó÷øå,÷åì âñ�å âìåñòå, íî âðîçü. Ëåêöèèïðåäñòàâ-
ëÿåòñîáîé ïîïûòê ó ïðî äåìîíñò ðèðîâàòü ýòî ò òåçèñ íà ïðèìåðå èíòðè-
ãóþùèõ ñâÿçåé ìåæäó òåîðèåé ôðàêòàëîâ, ñèñòåìàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé, äèñêðåòíûìè äèíàìè÷å ñêèìè ñèñòåìàìè è íåé-
ðîííûìè ñåòÿìè. Èçëîæåíèå ðàññ÷èòàíî íà øèðîêèé êðóã ñëóøàòåëåé,
êî òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ì àòåìàòèêàìè.

N.MAKARENKO
Instituteof Mathematics,Kazakhstan,Alma-Ata

E-mail: makarenko@math.kz

FRACTALS, ATTRACT ORS, NEURAL NETWORKS
AND ALL THAT

Abstract

It is known that a single whole is better than all individual things together.
The lecture is to be an attempt to demonstratethis thesison the example
of intriguing connectionsbetweenfractal theory, hyperboliciteratedfunction
systems,discretedynamicalsystemsand neuralnetworks. The expositionis
countedon wide circle of listeners,who arenot mathematicians.
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Ââåäåíèå

Ïðå äëàãàåìûé ôðàãìåíò èç åùå íå
çàâåðøåííîã î ðî ì àíà ïó áëèêóåòñÿ
äî ñðî÷íî â êà÷åñòâå ðàçäóìüÿ îá
èñïî äíåé ñóùíî ñòèïåðåæèâàåìîã î
ìî ìåíò à, ÷åì è êàêìî æåòîí
îá åðíóòüñÿíàì ïî ä âîçäåéñòâèåì
íàøåé íåî ñòîðî æíî ñòè

Ëåîíèä Ëåîíîâ
¾Ìèðî çäàíèå ïî Äûìê îâó¿

¾Âñå ôèãóðû, êî òîðûå ÿ èññëåäîâàë è íàçâàë ôðàêòàëàìè, â ìî åì ïðåä-
ñòàâëåíèè îá ëàäàëè ñâîéñòâî ì áûòü íåðåãóëÿðíûìè, íî ñàìîïî äîáíû-
ìè¿, � ïèñàë ÁåíóàÌàíäåëüáðî ò, êî òîðûé â1975ãî äóââåëòåðìèí ôðàê-
ò àë(î ò ëàòèíñêîãî fractus� äðîáíûé). Ïîç äíåå îêàçàëî ñü,÷òî ôðàêòàëà-
ìè ÿâëÿþòñÿè äàâíî èçâåñòíûå â àíàëèçåíåðåãóëÿðíûå ôóíêöèè, âûçû-
âàâøèå î òâðàùåíèå àíàëèòèêîâ ïðîøëîã î âåêà1 2. Ïðîöå ññïî ñòðî åíèÿ
êëàññè÷åñêèõôðàêòàëîâ, òàêèõêàê ìíî æåñòâî Êàíòîðà èëè êîâåð Ñåð-
ïèíñê îãî, êî òîðûé ìî æíî ïðèíÿòü çàèõ îïðå äåëåíèå, ïðåäåëüíî ïðî ñò.
Ñïåðâà ñëåäóåòâûáðàòü î ñíîâíóþ ïðîöå äóðó-ãåíåðàòîð, à çàòåì èòåðà-
òèâíî, äî áåñêîíå ÷íî ñòè ïðèìåíÿòü åå ê ïðîèçâ î ëüíî ìó êî ìïàê òó. Òî,
÷òî ïî ëó÷èòñÿâ ïðåäåëå� ýòî è åñòüôðàêòàë. Èäåÿî òî ì, ÷òî îá úåêòàìè
ãåîìåòðèè ìîãóò áûòüïðåäåëüíûå îáðàçû èòåðàòèâíîé äèíàìèêè, íå âû-
çûâàëà î ñîáîãî âî ñòîðãà. Ì î æíî ïðåäñòàâèòüñåáå (è äàæå èçîáðàçèòü)
íà âåùåñòâåííîé î ñè ïðåäåë÷èñëîâîé ïî ñëåäîâàòåëüíîñòè.Î äíàêî, ìó-
ñêóëû íàøåãî òðåíèðîâàííîã î âîîáðàæåíèÿ î òêàçûâàþò, êîãäà ïðåäåëîì
ÿâëÿåòñÿêî ìïàê òíûé ãëîáàëüíî íå ñâÿçíûé îá úåêò, çà÷àñòóþ îá ëàäàþùèé
èíôåðíà ëüíûìè ñâîéñòâàìè: âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõó íåãî íåò äàæåòåíè! Äà
è ñàìè ïðîöå äóðû ãåíåðàöèè ôðàêòàëà íà ïî ìèíà ëè ñêîðåå õèðóðãèþ ñ
ýëåìåíò àìè ñàäèçì à, íåæåëèïðèåìû àíàëèòèêè.Ôðàêòàëû áûëè ÷óæäû
óþòíî ìó åâêëèäîâó ìèð ó ñ åãî ðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè.

1Åñëè ññûëêà í à ï ðèì å÷àíèå ï ðåäñòàâëÿåò ñîáî é ÷èñëî, çàêëþ÷åíí îå â êðóãëûå
ñêîá êè, í àï ðèì åð, (3) , òî î í à îáî çí à÷àåò í î ì åð ï ðèì å÷àíèÿ, ï î ì åù åíí î ãî â êî íö å
äàíí î ãî òåêóù åãî ðàçäåëà. Ññûëêà â âèäå ÷èñëà, í å çàêëþ÷åíí î ãî â òàêèå ñêîá êè �
îá û÷í îå ï î äñòðàíè÷í îå ï ðèì å÷àíèå. � Ï ðèì. ðåä.

2¾Ñî ì åðçåíè åì è óæàñî ì ÿ îòâî ðà÷èâàþñü îò ýòîé çëî âðåäí î é ÿçâû � í åï ðåðûâíûõ
ôóíêö èé, íèãäå í å èì åþù èõ ï ðî èçâî äíûõ¿, � ïè ñàë Ýðìèò Ñòèëòüåñó â 1893ãîäó.
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Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â 1981 ãî äó, êîãäà Õàò÷èíñîí ïî ìå ñòèë ïðè-
øåëüöåâ â èõ ðîäíóþ ñðåäó� ïðî ñòðàíñòâî êî ìïàê òîâ. Èìåííî çäåñü
Ñèñòåìà Èòåðàòèâíûõ Ôóíêöèé(ÑÈÔ) � ñæèìàþùèõ î òîáðàæåíèé, ïî-
ðîæäàåòôðàêòàëû ïðî ñòûì è åñòåñòâåííûì ïóòåì, ïðè êî òîðî ì àìïóò à-
öèÿ î òäåëüíûõ ôðàãìåíò îâ ñâÿçíûõ ìíî æåñòâòðàíñôîð ìèð óåòñÿ â êîð-
ðåêòíóþ ôîð ìó íåïðåðûâíîã î ñæàòèÿ â ïî äõî äÿùåé ìåòðèêå. Ðåìèíèñ-
öåíöèè, íàâåÿííûå ïðåäåëüíîé äèíàìèê îé ÑÈÔ, âåäóòê òåîðèèäèñêðåò-
íûõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì . Àíà ëîãàìè àôôèííûõ ÑÈÔ ÿâëÿþòñÿ çäåñü
íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðî æäåííûå, íà ïðèìåð, ñå÷åíèÿìè Ïó àí-
êàðå ìíîã î ìåðíûõ ôàçîâûõ ïî òîêîâ. Íåëèíåéíî ñòü ïðèâî äèò ê ñóùå-
ñòâåííîé çàâèñèìî ñòèî ò íà÷àëüíûõ äàííûõ òàê,÷òî ì àëûå ïîãðåøíî ñòè
ýêñïîíåíöèà ëüíî ðàñòóòâôàçîâ î ì ïî òîêåè, íà÷èíàÿ ñíåêî òîðîã î ìî ìåí-
òà âðåìåíè, áóäóùåå ñîñòî ÿíèå ñèñòåìû ñòàíîâèò ñÿ ëèøü îãðàíè÷åííî
ïðåäñêàçóåìûì. Ýòî ò ïðîöå ññ ÷àùå âñåãî ïðîèñ õî äèò â äèññèïàòèâíûõ
ñèñòåìàõ,òðàåêòîðèè êî òîðûõ çàïî ëíÿþ ò íèçêîðàçìåðíî å èíâàðèàíòíî å
ïðèòÿãèâàþùåå ïî äìíî æåñòâî � àòòðàêòîð âôàçîâ î ì ïðî ñòðàíñòâå.Íà
àòòðàêòîðå òðàåêòîðèè ðàçáåãàþòñÿâ íåóñòîé÷èâûõ íà ïðàâëåíèÿõ è ñæè-
ì àþòñÿ â óñòîé÷èâûõ. Âñëåäñòâèåäèññèïàöèè ñæàòèå ïðåîá ëàäàåòè â
óñòîé÷èâûõ íà ïðàâëåíèÿõ àòòðàêòîð êîïèð óåòñàì ñåáÿ: ñå÷åíèå ôàçîâ î-
ãî ïî òîêà ïðèîáðåòàåòñàìîïî äîáíóþ ñòðóêòóðó êàíòîðîâ à ìíî æåñòâà ñ
äðîáíîé ðàçìåðíî ñòüþ. Òàêîé àòòðàêòîð íàçûâàþò ñòðàííûì èëè ôðàê-
òàëüíûì.

Ñàìîïî äîáíàÿ ñòðóêòóðà ôðàêòàëà ïîçâ î ëÿåòâî ññòàíîâèòü ÑÈÔ ïî
ôðàãìåíò ó, ïî êðàéíåé ìåðå, â ïðèáëèæåíèè êîíå ÷íîã î ÷èñëàèòåðàöèé.
Â 1991ãî äó Áðåññëîôô è Øòàðêïîê àçàëè, ÷òî ïðîöå ññàïïðîê ñèì àöèè
àòòðàêòîðà ÑÈÔ ýêâèâàëåíòåí ðàáîòåáèíàðíîé íåéðîííîé ñåòè.Òàêèì
îáðàçî ì, òåðìèíû ¾ôðàêòàë¿âãåîìåòðèèè ¾ñòðàííûé àòòðàêòîð¿ âäèíà-
ìèê å îêàçûâàþòñÿ ñèíîíèì àìè, à ÑÈÔ ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàêðåêóð-
ðåíòíóþ àñèììåò ðè÷íóþ íåéðî ñåòü.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ôåðíàíäî Íèíüî
â2000ãî äóóñòàíîâèë, ÷òî ñëó÷àéíàÿèòåðàòèâíàÿíåéðîííàÿ ñåòü(ãèïåð-
íåéðîí) òîïî ëîãè÷åñêèýêâèâàëåíòíà äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìåñ çàäàííûì
àòòðàêòîðî ì. Êðóã çàìêíó ëñÿ, îáðàçîâàâ Åäèíûé Êîíòåê ñò, îá úåäèíÿþ-
ùèé ôðàêòàëû , ÑÈÔ , àòòðàêòîðû è íåéðîííûå ñåòè. Öåëüëåêöèè�
ïîê àçàòüâçàèìíóþ ñâÿçüýòèõïðåäìåòîâ, ïî òî ìó ÷òî åäèíîå ëó÷øå,÷åì
âñ�å âìåñòå, íî ïî-îòä åëüíîñòè . Áîëååñåðüåçíûå ìî òèâû óêàçàíû â ýïè-
ãðàôåêî ââåäåíèþ.
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Îñíîâ îé ïðåäëàãàåìîé Ëåêöèèïî ñëóæèëèÇàìåòêè î ôðàêò àëàõ3 è
äîêëàäû àâòîðà íà Ôðàêòàëüíî ì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ì àòåìàòèêè.Â òåê-
ñòåîïóùåíû âñå äîêàçàòåëüñòâà, è ýòî äàåò÷èòàòåëþ âî ñõèòèòåëüíóþ
âîçìî æíî ñòüâèäåòü, íî íå âåðèòü!Ïî ñêî ëüêó ïðåäâàðèòåëüíûõçíàíèé
íå âñåãäà õâàòàåòêàê ðàç äëÿ ïîíèì àíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé �
îíè ïî ìåùåíû â êîíöå òåêñòà, â Ãëî ññàðèè. Îí íå îá ÿçàòåëåí äëÿ ïî-
íèì àíèÿ î ñíîâíîã î òåêñòà: åñëè âàñ íà÷èíàåò ñìóùà òü òåðìèíî ëîãèÿ,
ñëåäóéòåïðî ñòî ìó ïðàâèëó: íèêîãäà íå æóéòå ïèëþ ëþ, êîòîð óþ âàñçà-
ñòàâëÿþò ïðîã ëîòèòü . Â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëàïî ìåùåí ïóòåâî äèòåëü
ïî Ëèòåðàòóðå,ñïèñîê êî òîðîé ñîâñåì íå ïðåòåíäóåòíà ïî ëíî òó.

Àâòîð èñêðåííå áëàãî äàðåí ñâîèì ìî ëîäûì êî ëëåãàì: Ñâåòëàíå Êèì,
ÊàòåÄàíèëêèíîé è Åðáîëó Êóàíäûêîâó, êî òîðûå âçÿëèíà ñåáÿ íåáëàãî-
äàðíûé òðóä ïî íàáîð ó è ðåäàêòèðîâàíèþ Ëåêöèè.

Ðàçìåðíîñòè, ïëîùàäè è îá úåìû

Íåîá õî äèìî ÷èñëî, ðàçëè÷èòåëü
èíàêîâîñòè , áåç êî òîðîã î
íåâîçìî æíî î òëè÷èòüî äíî î ò
äðóãîãî

Íèê î ëàé Êóçàíñêèé
¾Èãðàâ øàð¿

Ìû íà÷íåì ñ èäåé èòàëüÿíñêîãî ì àòåìàòèêà Íèêê î ëî Ôîíò àíà Òàðò à-
ëüÿ (1500�1557 ãã.). Èçâåñòíî, ÷òî íà òðè íåêî ëëèíåàðíûå òî ÷êè ïëî ñ-
êî ñòèìî æíî íàòÿíóòü òðåóãî ëüíèê, à ÷åòûðåì íåêî ìïëàíàðíûì òî ÷êàì
â R3 ñîî òâåòñòâóåò òåòðàýäð. Ýòî âûïóêëûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà,äëÿ
êî òîðûõ ñóùåñòâóåòìåðà � ïëîùàäè è îá úåìû. Ñîãëàñíî Òàðòàëüÿ,ïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì, åñëèäëÿ åãî n + 1 òî ÷åê,íå ïðèíàäëå-
æàùèõ î äíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò ïî ëèýäð íåíó ëåâîãî î áúåìà .
Íàèáî ëåå ñóùåñòâåííûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â î ñíîâ ó îïðå äåëåíèÿ
ðàçìåðíî ñòèáûëî ïî ëîæåíî ïîíÿòèå ìåðû: èìåííî ýòî ò ìî ìåíò ñëóæèò
î ñíîâ îé ñîâðåìåííûõ êîíñò ðóêöèé.Â ýòî ì îïðå äåëåíèè íåÿâíî èñïî ëü-
çóåòñÿ ïðåäïî ëîæåíèå, ÷òî íåîá õî äèìûå n + 1 òî ÷êèìîãóò áûòü âñåãäà
âûáðàíû ò àê, ÷òîáû îíè íå ïðèíàäëåæàëè î äíîé ãèïåðïëî ñêî ñòè. Î ä-
íàêî ïðèíöèï îáùåãî ïî ëîæåíèÿ, êî òîðûé ñòî ëü øèðîê î èñïî ëüçóåòñÿ â

3URL: http://www .keldysh.ru/dpt_17/w orks/mak/inde x.htm
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ñîâðåìåííîé ì àòåìàòèêå, òðåáóåò ïî ìåíüøåé ìåðå ïîíÿòèé íåïðåðûâ-
íîã î î òîáðàæåíèÿ è ìíîã îîáðàçèÿ. Ïî ýòî ìó ïî ñëåäóþùèå îïðå äåëåíèÿ
ðàçìåðíî ñòèðàññìàòðèâàëèñüâ èìåííî â òàêî ì êîíòåê ñòå.

Äî ïî ÿâëåíèÿ ñòàíäàðòíîé òåðìèíî ëîãèè ïðîèçâ î ëüíî å ãëàäêî å ìíî-
ãîîáðàçèå íàçûâàëè ïðî ñòî íåïðåðûâíîñòüþ . Ïîíÿòèå ðàçìåðíî ñòèââî-
äèëîñüàíàëèòè÷åñêèêàê ìèíèì àëüíî å ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, íåîá õî äèìûõ
äëÿ èäåíòèôèêàöèè òî ÷êè â íåïðåðûâíîñòè . Íà ïðèâû÷íî ì ôèçè÷åñêî ì
ÿçûêå� ýòî n êîîð äèíàò òî ÷êè â Rn . Î äíàêî ïî ÷òè ñðàçó æå îêàçà-
ëî ñü, ÷òî ýòà ïàðàìåò ðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íåóäîâëåòâîðèòåëüíà ïî
íå ñêî ëüêèì ïðè÷èíàì. Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèëî ñü,÷òî òàêî å îïðå äåëåíèå
íå ðàçëè÷àåòïðÿìóþ è ïëî ñêî ñòü,ïî ñêî ëüêó ìåæäó íèìè ìî æíî óñòà-
íîâèòü î äíîçíà ÷íî å ñîî òâåòñòâèå.Âïåðâûå ýòî ïîê àçàë Ãåîðã Êàíòîð ,
èñïî ëüçóÿ ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïóñòü òî ÷êà x = (x1; x2) 2 I =
[0; 1] � [0; 1]. Åå êîîð äèíàòû 0 6 x1; x2 6 1 ìî æíî ïðåäñòàâèòüâ âè-
äå áèíàðíûõ äðîáåé: x1 = 0; � 1� 2 : : : ; x2 = 0; � 1� 2 : : :, ãäå � i ; � i � íó ëè
ëèáî åäèíèöû. Äëÿ îá åñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííî ñòèóñëîâèìñÿ çàïèñûâ àòü
îáðûâàþùèå ñÿ ðàçëîæåíèÿ òàê, ÷òîáû âñå äâîè÷íûå öèôðû, íà÷èíàÿ ñ
íåêî òîðîã î ìå ñòà áûëè òîãäà íó ëÿìè. Ñîïî ñòàâèì ïàðå ðàçëîæåíèé x1

è x2 ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü z = 0; � 1� 1� 2� 2 : : :, íàñëåäóþùóþ ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêèéïîðÿäîê èñõî äíûõ îðèãèíàëîâ. Ìû ïî ëó÷èëèî òîáðàæåíèå
z : I ! [0; 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòñïî ñîá ïàðàìåòðèçàöèèòî ÷åê
ïëî ñêî ñòèòî ëüêî î äíîé êîîð äèíàòîé � èçâèëèñòîé ëèíèåé! Ðàçóìååòñÿ,
ýòî âîçìî æíî ëèøü â òî ì ñëó÷àå,åñëè ìû íå ñâÿçûâàåì ñåáÿ óñëîâèåì
íåïðåðûâíî ñòèòàê,÷òîáû äâóì áåñêîíå ÷íî áëèçêèì òî ÷êàì ïðÿìîé, ñî-
î òâåòñòâîâàëè äâå áåñêîíå ÷íî áëèçêèåòî ÷êè ïëî ñêî ñòè.Àíðè Ïóàíê àðå
çàìåòèë, ÷òî î òêàç î ò íåïðåðûâíî ñòèòðóäíî ïðèìèðèòü ñ èíòóèòèâíû-
ìè ëîãè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè (1) . Òî, ÷òî áûëî ïðåäëîæåíî èì âçàìåí,
î ñíîâ àíî íà âåñüìà î ñòðîóìíîé êîíöåïöèè ôèçè÷åñêîé íåïðåðûâíî-
ñòè. Çäåñüàíàëîãî ì òî ÷êè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò , íåî òëè÷èìûé î ò ñîñåäíèõ,
íî ñîâîêóïíî ñòüòàêèõýëåìåíò îâ îáðàçóåòíåïðåðûâíóþ öåïü, îáà êîíöà
êî òîðîé ëåãêî ðàçëè÷èìû. Ðàçìåðíî ñòüíåïðåðûâíî ñòèââî äèòñÿñ ïî ìî-
ùüþ ïîíÿòèÿ êóïþðû . Ïî ñëåäíÿÿ îáðàçóåòñÿ ñîâîêóïíî ñòüþ ýëåìåíò îâ,
èçúÿòûõèç íåïðåðûâíî ñòè.Åñëèâ ðåçóëüòàòåòàêîé îïåðàöèè íåïðåðûâ-
íî ñòüðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè,à ñàì à êóïþðà ñîñòîèò ëèøü èç êîíå ÷íî-
ãî ÷èñëàýëåìåíò îâ, íå îáðàçóþùèõ ñâÿçíîã î ìíî æåñòâà, òî ðàçìåðíî ñòü
íåïðåðûâíî ñòèðàâíà åäèíèöå. Íà ïðèìåð, ëèíèÿ î äíî ìåðíà, ïî òî ìó ÷òî
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äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòèíó ëü-ìåðíîé êóïþðîé � òî ÷êîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðàçäåëèòüïëî ñêî ñòü,íåîá õî äèì à î äíî ìåðíàÿ êóïþðà � ëèíèÿ è ò.ä. Òà-
êèì îáðàçî ì, ìàòå ìàòè÷å ñêàÿ íåïðåðûâíîñòü èìååò n èçìåðåíèé, åñëè
ååìî æíî ðàçáèòüíà ÷àñòè,ïðîèçâåäÿ â íåé î äíî èëèíåñêî ëüêî ñå÷åíèé,
êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíîñò ÿìè n � 1 èçìåðåíèÿ . Ýòî ðåêóð-
ðåíòíî å îïðå äåëåíèå ðàçìåðíî ñòè,êî òîðî å ïðåäïî ëàãàåò, ÷òî îá úåìû �
÷àñòèïðî ñòðàíñòâà, ïîâ åðõíî ñòè� ãðàíèöû îá úåìîâ, ëèíèè � ãðàíèöû
ïîâ åðõíî ñòåé,à òî ÷êè� ãðàíèöû ëèíèé.

Ôîð ì àëèçàöèÿýòèõèäåéïðèâåëèÁðàóýðà,Óðûñîíà è Ì åíãåðàê èí-
äóêòèâíî ìó îïðå äåëåíèþ òîïî ëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè . Ðàçìåðíî ñòü
ëþáîã î êîíå ÷íîã î èëè ñ÷åòíîãî ìíî æåñòâà òî ÷åê åñòüdt = 0. Ðàçìåð-
íî ñòüëþáîã î ñâÿçíîã î ìíî æåñòâà4 òî ÷åê åñòüdt + 1, åñëè åãî ìî æíî
ðàçðåçàòüíà äâàíå ñâÿçíûõ êóñêà,èñêëþ÷èâêàêìèíèìó ì dt -ìåðíî å ìíî-
æåñòâî òî ÷åê,ò.å. ñäåëàâdt -ìåðíûé ðàçðåç(2) . ßñíî, ÷òî òîïî ëîãè÷åñêàÿ
ðàçìåðíî ñòüâñåãäà åñòüöåëîå ÷èñëî.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ðàçìåðíî ñòè îïèðàåòñÿ íà èäåþ ïîêðûòèÿ è
ïðàêòè÷åñêèåñïî ñîáû âû÷èñëåíèÿäëèí è ïëîùàäåé, ïðåäëîæåííûå åùå
Áîðõàðäî ì è Ìèíê îâñêèì. Ðàññìîòðèì ïëî ñêóþ êðèâóþ C, èìåþùóþ â
êàæäîé òî ÷êå íåïðåðûâíóþ êàñàòåëüíóþ. Íà ÷íåì ïåðåìåùà òü î òðåçîê
äëèíû 2" òàê, ÷òîáû åãî ñåðåäèíà äâèãàëàñüâäî ëü êðèâîé, à ñàì îí
î ñòàâàëñÿ íîð ì àëüþ: êàñàòåëüíàÿ îïðå äåëåíà, ñëåäîâàòåëüíî îïðå äåëå-
íà è íîð ì àëü. Îò ðåçîê çàìåòàåòïëîùàäü S(") (ìû ñ÷èòàåì, êîíå ÷íî,
÷òî ïëîùàäü ñóùåñòâóåò).Òî, ÷òî ïî ëó÷àåòñÿ ïðè ýòî ì, íàçûâàåòñÿøàð-
ô î ì Ìèíê îâñêîãî . Ïðè äîâî ëüíî øèðîêèõ äîïóùåíèÿõ ìî æíî ïîê àçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò lim S(")=2" , ïðè " ! 0, êî òîðûé ìû è íàçîâåì äëè-
íîé C. Àíà ëîãè÷íûì îáðàçî ì ìî æíî îïðå äåëèòüïëîùàäü êàê ïðåäåë:
lim V(")=2"; " ! 0, ãäå V(") � îá úåì òåëà(ñîñèñêè Ìèíê îâñêîãî ), çàìå-
òàåìîã î î òðåçêàìè 2" , íîð ì àëüíûìè ê ïîâ åðõíî ñòè.

Òàêèì îáðàçî ì, ìåð ó ãåîìåòðè÷åñêîãî îá úåêòà íåêî òîðîé ðàçìåðíî-
ñòè ìî æíî îïðå äåëèòüêàê ñêîðî ñòüèçìåíåíèÿ ìåðû äðóãîãî îá úåêòà,
áî ëüøåé ðàçìåðíî ñòè, ïîêðûâ àþùåãî èñõî äíûé, ïðè ëèíåéíî ì óáûâà-
íèè íåêî òîðîã î õàðàêòåðíîãî ì àñøòàáà.Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðå äåëåíèå
íå çàâèñèòî ò âûáîðà êîîð äèíàò.

4Òî ï î ëî ãè÷åñêîå ï ðîñòðàí ñòâî í àçûâàþò ñâÿçíûì , åñëè åãî í åëüçÿ ï ðåäñòàâèòü â
âèäå îá úåäèí åíèÿ äâóõ í åïó ñòûõ ìí î æåñòâ.
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Äëÿ îïðå äåëåíèÿ ðàçìåðíî ñòè èñïî ëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.
Ðåãóëÿðíûé ìíîã î ìåðíûé îá úåêò ìî æíî ïðåäñòàâèòüâ ôîð ìå ïðÿìîã î
ïðîèçâ åäåíèÿ îá úåêòîâ íèçøåé ðàçìåðíî ñòè.Òîãäàåãî ìåðà (îá úåì) âû-
ðàæàåòñÿââèäåñòåïåíè õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ýëåìåíò àïîêðûòèÿ � " dim .
Äëÿ ñîõðàíåíèÿ àääèòèâíîñòèìåðû óäîáíåå ïåðåéòèî ò ïîêðûòèÿ ê ðàç-
áèåíèþ. Ñòåïåííàÿ çàâèñèìî ñòüìåðû î ò" íàçûâàåòñÿñêåéëèíãî ì . Òîãäà
ðàçìåðíî ñòü(dim) ìî æíî îïðå äåëèòüêàêñêîðî ñòüèçìåíåíèÿ ìåðû ïðè
èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèÿ� ò.å. óìåíüøåíèÿ " ïî ñòåïåííî ìó çàêîíó . Ïî-
ñêî ëüêó ïðè ýòî ì íàñ èíòåðåñóåò òî ëüêî ôóíêöèîíà ëüíàÿ ñâÿçü,âìå ñòî
ñóìì àðíîã î îá úåì à ýëåìåíò îâ ðàçáèåíèÿ (ïîêðûòèÿ) ÷àñòî èñïî ëüçóþò
÷èñëî òàêèõýëåìåíò îâ. Ïîêðûòèÿ (ðàçáèåíèÿ) ìî æíî ðåàëèçîâàòü ìíî-
ãèìè ñïî ñîáàìè. Ïî ýòî ìó äëÿ ïî ëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ ÷èñëåííûõ îöåíîê
áåðåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíò îâ ïîêðûòèÿ èëè ðàçáèåíèÿ.Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àåïî äñ÷èòûâàþòñÿ òî ëüêî íåïóñòûå êóáû èëè øàðû.

Âñå ýòè ñîîáðàæåíèÿ ëåæàò â î ñíîâ å ðàçìåðíî ñòè ïî Êî ëìîãîðîâó ,
êî òîð óþ ÷àùå íàçûâàþò åìê îñòüþ . Ïóñòü (M ; � ) ïî ëíî å ìåòðè÷åñêî å
ïðî ñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé � è dim M = d. Ðàññìîòðèì íåïóñòî å êî ì-
ïàêòíî å ïî äìíî æåñòâî F � M . Äëÿ " > 0 ïóñòü B(x; " ) � çàìêíóòûé
d-ìåðíûé øàð ñ öåíòðî ì â òî ÷êå x 2 M .

Ïî äñ÷èòàåì íàèìåíüøåå ÷èñëî N (" ) òàêèõøàðîâ, íåîá õî äèìûõ äëÿ
ïîêðûòèÿ F: N (" ) = íàèìåíüøå ìó öåëî ìó m ò àêî ìó , ÷òî F � [ m B(xn ; " )
äëÿ f xn j n = 1; 2; : : : ; mg � M . Òàêî å ÷èñëî âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïî òî-
ìó ÷òî F � êî ìïàê ò, ò.å. îãðàíè÷åííî å è çàìêíóò î å ìíî æåñòâî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èç êàæäîãî åãî áåñêîíå ÷íîã î ïîêðûòèÿ ìî æíî âûáðàòüêîíå ÷íî å
ïî äïîêðûòèå. Òîãäà èñêî ìî å ÷èñëî åñòüìèíèì àëüíàÿ äëèíà âñåõ òàêèõ
êîíå ÷íûõ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Åñëèñóùåñòâóåò ñêåéëèíãN (") � " � dc ïðè " ! 0 , òî dc � êî ëì î-
ãîðî âñêàÿ åìê îñòü ìíî æåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî dc 6 d è íå îá ÿçàòåëüíî
öåëîå ÷èñëî! Ýòî íà ïåðâûé âçãëÿäêàæåòñÿïàðàäîêñàëüíûì, ïî òî ìó ÷òî
ìû èñïî ëüçîâàëè d-ìåðíûå øàðû, ãäå d � öåëîå ÷èñëî. Î äíàêî, dc îïðå-
äåëÿåòñÿèçñêåéëèíãà,êî òîðûé âûïî ëíÿåòñÿàñèìïòîòè÷å ñêè, â ïðåäåëå
èñ÷åçàþùèõ " . Äëÿ êîððåêòíîã î îïðå äåëåíèÿ dc ñëåäóåòó÷åñòüåùå íîð-
ìèðîâê ó, ðàâíóþ îá úåìó d-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû V(1). Òîãäàåìê î ñòü
ìî æíî îïðå äåëèòüêàêòàêî å÷èñëî dc, ïðè êî òîðî ì ñóùåñòâóåòî òëè÷íûé
î òíó ëÿïðåäåë(3) : limf V (1)N (" )"dg ïðè " ! 0. Ïðè èñïî ëüçîâàíèè êóáîâ
âìå ñòî øàðîâ íåîá õî äèìî ñòüâ íîð ìèðîâê å èñ÷åçàåò.
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Ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà dH î òëè÷àåòñÿ î ò åìê î ñòèòåì, ÷òî ñëåäóåò
áðàòü ðàçíûå øàðû, ðàäèóñêî òîðûõ r i 6 " . Òîãäà êðóïíî çåðíèñòàÿ � -
ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà äëÿ ëþáîã î � > 0 îïðå äåëÿåòñÿ êàê

m� (F; " ) = inf
X

i

(r i ) � ;

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì. Êîãäà " óáûâàåò, ñóìì à âîçðàñòàåò
èëè, âî âñÿêî ì ñëó÷àå,íå óáûâàåò. Ïî ýòî ìó ïðåäåëïðè " ! 0, êîíå ÷íûé
èëè áåñêîíå ÷íûé, ñóùåñòâóåòè íàçûâàåòñÿ � -ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà
äëÿ F: m� (F) = lim " ! 0 m� (F; " ). Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü F õàðàêòå-
ðèçóåòïîâ åäåíèå m � (F) êàêôóíêöèþ î ò � :

dimH F = supf � jm� (F) = 1g = inf f � jm� (F) = 0g:

Òàêèì îáðàçî ì, dimH î òäåëÿåòçíà÷åíèÿ � , äàþùèå áåñêîíå ÷íóþ ìåð ó,
î òçíà÷åíèé � , ïðèâî äÿùèõ ê íó ëåâîé ìåðå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìî ò-
ðèì ôðàãìåíò êðèâîé äëèíû L . ßñíî, ÷òî äëÿ åãî ïîêðûòèÿ (ðàçáèåíèÿ)
òðåáóåòñÿ N = L=" øàðîâ. Òîãäà ìåðà m = (L=" )" � = L" � � 1: Åñëè
� < 1, òî m ! 1 ïðè " ! 0. Åñëè æå � > 1, òî m ! 0 ïðè " ! 0.
Åäèíñòâåííûì ¾ïðàâèëüíûì¿ çíà÷åíèåì áóäåò� = 1. Çàìåòèì, ÷òî dH

äëÿ íåêî òîðûõ î òíî ñèòåëüíî ïðî ñòûõ ìíî æåñòâìî æåòñóùåñòâåííî î ò-
ëè÷àòüñÿî ò dc. Òåì íå ìåíåå, ìû áóäåì èñïî ëüçîâàòü îáà òåðìèíà êàê
ñèíîíèìû, ïî ëàãàÿdc = dH .

Ïðèâ åäåííûì âûøå îïðå äåëåíèÿì ìî æíî ïðèäàòüèíôîð ì àöèîííûé
ñìûñë. Ïðå äñòàâèì ñåáåêàññó èçäâóõÿùèêîâ. Â î äíî ì èç íèõ íàõî äèòñÿ
ìîíåò à. Î÷åâèäíî íåîá õî äèì âñåãî î äèí âîïðî ñ ñ âîçìî æíûìè î òâåòàìè
¾äà¿èëè ¾íåò¿,÷òîáû èäåíòèôèöèðîâàòüååíàõî æäåíèå.×åòûðåÿùèêà
òðåáóþò äâóõ âîïðî ñîâ, à åñëè êàññà ñîñòîèò èç 25 = 32 ÿùèêîâ, òà-
êèõ âîïðî ñîâ íàäî çàäàòüóæå 5. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ,÷òî êàæäûé
ñëåäóþùèé âîïðî ñ ñëåäóåòâûáèðàòüòî ëüêî ïî ñëåïî ëó÷åíèÿ î òâåòà íà
ïðåäûäóùèé. Î äíàêî, âåíãåðñêèéì àòåìàòèê Ðåíüè ïîê àçàë, ÷òî ìî æíî
çàäàòü âñåãî î äèí ¾ñëîæíûé¿ âîïðî ñ, äîïóñê àþùèé íå ñêî ëüêî ¾îäíî-
âðåìåííûõ¿ î òâåòîâ ¾äà¿,¾íåò¿,ïîçâ î ëÿþùèõ î äíîçíà ÷íî èäåíòèôè-
öèðîâàòüíåîá õî äèìûé íî ìåð. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî èíôîð ì àöèÿ,êî òîð óþ
ñîäåðæèòî äèí î òâåò, ðàâíàî äíî ìó áèòó. Òîãäàäëÿèäåíòèôèêàöèèñèñòå-
ìû ñ N âîçìî æíûìè è ðàâíîâåðîÿòíûìè ñîñòî ÿíèÿìè íàì íåîá õî äèì à
èíôîð ì àöèÿ â I = log2 N � lg N áèò. Ìû ïðèøëè ê ôîð ìó ëå, êî òîð óþ
âïåðâûå ïî ëó÷èëÕàðòëè â 1928ãî äó.
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Âîïðî ñû è î òâåòû ìî æíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíî ìó . Äëÿ íàñ óäîáíî
ïðåäñòàâèòüñåáå âîïðî ñ êàêýëåìåíò ïîêðûòèÿ (íå÷òî âðîäå ôèøêè ïðè
èãðåâëî òî), èäåíòèôèöèðóþùèé ¾òî ÷êó¿ìíî æåñòâàñòî ÷íî ñòüþ" . Åñëè
N (") � ìèíèì àëüíî å÷èñëî òàêèõýëåìåíò îâ, I = log2 N (") � êî ëè÷åñòâî
èíôîð ì àöèè,íåîá õî äèìî å äëÿèäåíòèôèêàöèèâñåãî ìíî æåñòâà ñ òîé æå
òî ÷íî ñòüþ.Â ýòî ì êîíòåê ñòåðàçìåðíî ñòü:

dc = � lim
" ! 0

I =log"

ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ èíô îð ìàöèè ïðè áåñêîíå ÷íî ì óâåëè÷åíèè
ðàçðåøåíèÿ.

Ïðèìå ÷àíèÿ

1. À.Ïóàíê àðåïèñàë ïî ïîâ î äó êîíöåïöèé, íå ñîãëàñîâàííûõ ñ èíòó-
èöèåé:¾Îíè çàìåíÿþ òîïðå äåëÿåìûé ïðåäìåò è èíòóèòèâíî å ïîíÿ-
òèåýòîãî ïðåäìåòà êîíñò ðóêöèåé,ñäåëàííîé èç áî ëååïðî ñòûõì à-
òåðèàëîâ. Ìû âèäèì, ÷òî èçýòèõì àòåðèàëîâ äåéñòâèòåëüíîìî æíî
ñîáðàòüòàêóþ êîíñò ðóêöèþ, íî íèêîãäà íåïîíÿòíî, ïî ÷åìó ñîáðà-
ëè ýòè ì àòåðèàëû èìåííî òàê, à íå èíà÷å. ß íå õî ÷ó ñêàçàòü,÷òî
àðèôìåòèçàöèÿì àòåìàòèêè� ïëî õàÿ âåùü, ÿ óòâåðæäàþëèøü, ÷òî
îíà íå ñîñòàâëÿåòâñåãî¿ [1]. Íå ñìî òðÿ íà óêàçàííûå íåäî ñòàòêè,
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíî ñòüî ñòàëàñüâ ôèçèêå, ãäå îíà ñîãëàñî-
âàíà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî äû.

2. Òàêàÿ ðàçìåðíî ñòü íàçûâàåòñÿ áî ëüøîé èíäóêòèâíîé ðàçìåðíî-
ñòüþ� Ind. Êðî ìå òîãî, ñóùåñòâóåò ì àëàÿ èíäóêòèâíàÿ ðàçìåð-
íî ñòü(ind) : ñ÷èòàþò, ÷òî indX = n, åñëè 8x 2 X ñóùåñòâóåò
ñêî ëü óãî äíî ì àëàÿ îêðåñòíî ñòüU : x 2 U, ãðàíèöà êî òîðîé @U
èìååò ind(@U) = n� 1. Íà ÷àëî ýòîé èíäóêòèâíîé öåïî ÷êè� ïóñòî å
ìíî æåñòâî ? , äëÿ êî òîðîã î ind? = � 1.

3. Òî ÷íåå, ïðè " ! 0 ñóùåñòâóåòñîî òíîøåíèå: N (" ) / V (1)" d, â êî-
òîðî ì çíàê / ïîíèì àåòñÿâ ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äëÿ äâóõ ôóíêöèé
f è g; f (" ) / g(" ), åñëèlimf ln f (" )=ln g(" )g = 1 ïðè " ! 0. Ïî ýòî-
ìó åìê îñòü îïðå äåëÿåòñÿêàêïðåäåë,åñëèîí âîî áù å ñóùåñòâóåò ,
î òíîøåíèÿ

f ln N (" ) � ln V (1)g=f ln(1=")g:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ln V (1)=ln(1=") ! 0 ïðè " ! 0, ïî ýòî ìó ýòî ò ÷ëåí
îáû÷íî îïóñê àþò. Ñóùåñòâóþòäâåòåîðåìû [2], êî òîðûå ïîçâ î ëÿþò
ïåðåéòèê äèñêðåòíîìó âàðèàíòó äëÿ " . Ïåðâ àÿ èç íèõ óòâåðæäàåò,
÷òî åìê î ñòüêî ìïàê òíîã î ïî äìíî æåñòâà F ñîâïàäàåòñ ïðåäåëîì:

lim
n !1

f ln N ("n )g=f ln(1="n )g;

ãäå"n = crn ; 0 < r < 1; c > 0; n = 1; 2; : : :, òàê÷òî ðàäèóñûøàðîâ
ìî æíî ìåíÿòü äèñêðåòíî. Âòîðàÿ òåîðåì à ïîçâ î ëÿåòèñïî ëüçîâàòü
áîêñû ðàçìåðî ì 1=2n . ÅñëèNn (F) ÷èñëî òàêèõáîêñîâ, ïåðåñåêàþ-
ùèõ F, òî åìê î ñòüîïðå äåëÿåòñÿ êàêïðåäåëïðè n ! 1 :

limf ln Nn (F)g=f ln 2n g:

Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Ïî äõî ä Ïó àíêàðåê ïîíÿòèþ ðàçìåðíî-
ñòèèçëîæåí èì â êíèãå [1]. Î ðàáîòàõ Ìèíê îâñêîãî è Áîðõàðäà ìî æíî
óçíàòüèç ìîíîãðàôèè Ëåáåãà[3]. Ýëåìåíò àðíî å èçëîæåíèå ñîâðåìåííûõ
ïîíÿòèé î ì àòåìàòè÷åñêîé íåïðåðûâíî ñòèñîäåðæàòó÷åáíûå êóðñû[4,5].
Â ìîíîãðàôèè [6] ìî æíî íàéòè ìíîã î èíòåðåñíîã î ïî èñòîðèè âîïðî ñà.
Íàê îíåö, ïî äðîáíî å îïèñ àíèå âñåâîçìî æíûõ ðàçìåðíî ñòåéìî æíî íàé-
òè â îáçîðàõ [7�9]. Ñ èíôîð ì àöèåéØåííîíà è åå ïðèìåíåíèåì ìî æíî
ïîçíàê î ìèòüñÿ ïî êíèãå [10] èëè çàìå÷àòåëüíûì áåñåäàì Ðåíüè [11].

Äðîáíûå ðàçìåðíîñòè

Îñò àâàÿñüíà ïî ÷âå ëþáîé
ôèçè÷åñêîé òåîðèè, ìû íå ìî æåì
èíòåðïðåòèðîâàòüôîð ìó ëû,
ñîäåðæàùèåäðîáíûå ïîê àçàòåëè
î ñíîâíûõ åäèíèö.

Â.Âèëüÿìñ

Èñòîðèÿ íà÷àëàñüñ ïîïûò îê àíãëèéñêîãî ôèçèêà Ðè÷àðäñîíà èçìåðèòü
äëèíó ïîá åðåæüÿÁðèòàíèè. Ðàñïîëàãàÿïî äðîáíîé êàðòîé, îí àïïðîê ñè-
ìèðîâ àë ëèíèþ ïîá åðåæüÿëî ì àíîé L b, ñîñòàâëåííîé èç î òäåëüíûõ õîð ä
äëèíîé b, âñå âåðøèíû êî òîðîé ëåæàëè íà áåðåãó. Ðè÷àðäñîí ïî ëàãàë,
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÷òî â ýòî ì ñëó÷àåñóùåñòâóåò ïðåäåë L b ! L ïðè b ! 0, êàê áûâàåò
äëÿãëàäêèõêðèâûõ.Î äíàêî, îêàçàëî ñü,÷òî ñ óìåíüøåíèåì b ñóìì àðíàÿ
äëèíà ëî ì àíîé ðàñòåòäî áåñêîíå ÷íî ñòèïî çàêîíó :

L b = �b 1� D ; D < 2:

Åñëè ïî ñòðîèòü íà êàæäîì çâåíå b êâàäðàò, òî ñóìì àðíàÿ ïëîùàäü
êâàäðàòîâ: b2N = b2L b=b= �b 2� D ! 0 ïðè b ! 0 è D < 2. Òàêèì îá-
ðàçî ì, áåðåãîâàÿ ëèíèÿ èìååò áåñêîíå ÷íóþ äëèíó è ïîðî æäàåòíó ëåâóþ
ïëîùàäü! Ïåðâ î å, ÷òî ïðèõî äèò â ãî ëîâó, ýòî ñîìíåíèÿ â êîððåêòíî ñòè
òàêîé àïïðîê ñèì àöèè. Â ì àòåìàòèêå óæå äàâíî èçâåñòíû ñëó÷àè,êîãäà
ìåòî ä õîð ä íå ðàáîòàë.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïðèâåë åùå Ëåáåã: âîçüìåì ðàâíî ñòîðîííèé
òðåóãî ëüíèê AB C è ñîåäèíèì ñåðåäèíû òðåõ ñòîðîí (ñì. ðèñ.1).

A

B CA

C B11

1

ÐÈÑ. 1. Ï àðàäî êñ Ëåáåãà

Î÷åâèäíî, AB + AC = B C1 + C1A1 + A1B1 + B1C. Ïðî äî ëæàÿ
ïðîöå ññðàçáèåíèÿ,ìû ïðèáëèæàåì ëî ì àíóþ ê ñòîðîíå B C. Åñëèñ÷è-
òàòüïî ñëåäíþþ ïðåäåëîì ëî ì àíîé, ìû ïî ëó÷èì AB + AC = B C. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿâ äåòàëÿõ ïàðàäîêñà, íåîá õî äèì à íåòðèâèàëü-
íàÿ ì àòåìàòèêà: ïîíÿòèå òîíê îé ñõî äèìî ñòè, òðàíñôèíèòíûå ïîâ òîð-
íûå ïðåäåëû è ò. ï. Ìû çàìåíèì âñå ýòî çäðàâûì ñìûñëî ì è ïðî ñòû-
ìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,ñòîðîíà B C
íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì çèãçàãîîáðàçíîé ëî ì àíîé � ýòà ëî ì àíàÿ äåéñòâè-
òåëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê B C ïî ïî ëîæåíèþ, íî íå ïî íàïðàâëåíèþ . Âñå
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äåëî çäåñü â ñòåïåíè ãëàäêî ñòè.Âñïî ìíèì, ÷òî äëèíà êðèâîé âûðàæà-
åòñÿ èíòåãðàëî ì, ïî ä çíàêî ì êî òîðîã î ñòî ÿò ïðîèçâ î äíûå î ò ôóíêöèè,
çàäàþùåé êðèâóþ â ïàðàìåòðè÷åñêî ì âèäå.Òàêèì îáðàçî ì, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äëèíû íåîá õî äèì à ãëàäêî ñòü êðèâîé ïî ìåíüøåé ìåðå C1, ò. å.
åå óðàâíåíèå èìååò íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâ î äíóþ. Äëèíà ñïðÿì-
ëÿåìîé êðèâîé äåéñòâèòåëüíîîãðàíè÷åíà âåðõíåé ãðàíüþ ñóìì àðíûõ
äëèí âïèñàííûõ ëî ì àíûõ. Íà òàêîé êðèâîé x = x(s); s 2 [0; 1] êîíå ÷-
íîé äëèíû L â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà óäîáíî âûáðàòüäëèíó äóãè.Â ýòî ì
ñëó÷àåñïðàâåäëèâî óñëîâèå Ëèïøèöà : jx(s1) � x(s2)j 6 js1 � s2j èëè
ïðè s ! t; s = Lt : jx(t2) � x(t1)j 6 L jt2 � t1j è êàñàòåëüíàÿ âäî ëü
êðèâîé ìåíÿåò ñÿíåïðåðûâíî. Óãëû, êî òîðûå îáðàçóåòïðîèçâ î ëüíàÿ õîð-
äàñ êàñàòåëüíûìè, íå ïðåâî ñõî äÿòíàèáî ëüøåãî èç óãëîâ, îáðàçîâàííîã î
ðàçíûìè êàñàòåëüíûìè â êîíöàõ äóãè.Ïî ýòî ìó , êîãäà ÷èñëî âïèñàííûõ
â äóãóçâåíüåâ ëî ì àíîé âîçðàñòàåò, ïî ñëåäíÿÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê äóãå íå
òî ëüêî ïî ïî ëîæåíèþ, íî è ïî íàïðàâëåíèþ (1) . Â ñëó÷àå,åñëèãëàäêî ñòü
ìåíüøå ÷åì C1, õîð äû ïðè èçìåëü÷åíèè ñòðåìÿòñÿ âñòàòü ïåðïåíäèê ó-
ëÿðíî ê ñòîðîíå òðåóãî ëüíèêà, ÷òî è ïðèâî äèòê ðàñõî äÿùåìóñÿ ïðåäåëó.

Ñóùåñòâóåò àíàëîã ïàðàäîêñà Ëåáåãà. Â êîíöå ïðîøëîã î âåêà Ãåð-
ìàí Øâàðö ïîê àçàë, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ öèëèíäðà åäèíè÷íîã î ðàäèóñà è
åäèíè÷íîé âûñîòû äàåòäëÿïëîùàäè áîêîâ îé ãðàíè ïðîèçâ î ëüíóþ âåëè-
÷èíó. Ïðè÷èíû îáîèõ ïàðàäîêñîâ � â ôóíêöèÿõ, ãëàäêî ñòüêî òîðûõ íèæå
òîé, ñ êî òîðîé ìû ïðèâûêëè èìåòü äåëî â îáû÷íî ì àíàëèçå.

Â îáùåì ñëó÷àåôîð ìó ëà ëèíåéíûõ ïðèðàùåíèé: 4 y = � 4 x +
O(4 x2) çàìåíÿåòñÿ íà 4 y = � H (4 x)H ; ãäå H � ïîê àçàòåëü Ãåëüäå-
ðà, à � è � H � îáû÷íàÿ è ãåëüäåðîâñêàÿïðîèçâ î äíûå. Ïîê àçàòåëüH = 1
äëÿãëàäêèõôóíêöèé. Â ñëó÷àåH < 1 âìå ñòî êàñàòåëüíîé èìååòñÿêðèâî-
ëèíåéíûé êîíóñ 4 y � 4 xH . Îá úåêòû, äëÿ êî òîðûõ H < 1, à ïîê àçàòåëü
D â ôîð ìó ëå Ðè÷àðäñîíà ñòðîãî áî ëüøå åäèíèöû, íàçûâàþòñÿ ôðàêò à-
ëàìè . Ðàññìîòðèì íå ñêî ëüêî èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ.

Ï ÐÈÌÅÐ 1. Ìíî æåñòâî Êàíò îðà. Ïóñòü F0 = [0; 1]. Âûáðî ñèì èç F0

èíòåðâàë (1=3; 2=3), à òî ÷òî î ñòàíåòñÿ, îáîçíà ÷èì F1. Çàòåì âûáðî ñèì
èçF1 èíòåðâàëû (1=9; 2=9) è (7=9; 8=9) è ïî ëó÷èì F2 (ðèñ.2). Ïðî äî ëæàÿ
ýòî ò ïðîöå ññ, ìû ïðèäåì ê óáûâàþùåé ïî ñëåäîâàòåëüíîñòèçàìêíóòûõ
èíòåðâàëîâ f Fng. Ìíî æåñòâî F = \ Fn íàçûâàþò êàíò îðîâûì ìíî æå-
ñòâî ì . Ïóñòü S � ìíî æåñòâî ¾âûáðîøåííûõ¿ êóñêîâ î òðåçêà [0; 1] ïðè
ïî ñòðî åíèè F, ò.å. S = (1=3; 2=3) [ (1=9; 2=9) [ (7=9; 8=9) [ : : : Òîãäà
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ÐÈÑ. 2. Ìí î æåñòâî Êàíòî ðà

ëåáåãîâà ìåðà S ðàâíà ñóììå: 1=3 + 2 � 1=9 + 4 � 1=27 + : : : = 1. Òà-
êèì îáðàçî ì, ïðè ïî ñòðî åíèè F ìû âûáðî ñèëè âñþ äëèíó î òðåçêà! Íî
î ñòàëî ñüáåñêîíå ÷íî å ìíî æåñòâî òî ÷åê,êàíòîðîâ î ìíî æåñòâî : [0; 1]nS ,
èìåþùåå ìîùíî ñòüêîíòèíóó ì à è ëåáåãîâóìåð ó íó ëü(2) . Íà ïðèìåð, åìó
ïðèíàäëåæàò òî ÷êè f 0; 1; 1=3; 2=3; 1=9; : : :g � òî åñòüêîíöû âûáðàñûâà-
åìûõ èíòåðâàëîâ, íî íå òî ëüêî îíè! Âñå òî ÷êè F0 2 F ìî æíî îïèñ àòü
ñëåäóþùèì îáðàçî ì. Çàïèøåì êàæäîå èç ÷èñåë x 2 [0; 1] â òðîè÷íîé
ñèñòåìå: x = a1=3 + a2=32 + : : : + an =3n + : : : ; ãäå an = 0; 1 èëè 2.
Íåê î òîðûå ÷èñëàâ ýòî ì ïðåäñòàâëåíèè äîïóñê àþò äâîéíóþ çàïèñü, íà-
ïðèìåð: 1=3 = 1=3 + 0=32 + : : : è 1=3 = 0=3 + 2=32 + 2=33 + : : :. Ëåãêî
óáåäèòüñÿ,÷òî F ïðèíàäëåæàò òî ëüêî òåx, êî òîðûå ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû õî òÿ áû î äíèì ñïî ñîáî ì òàê, ÷òî â ïî ñëåäîâàòåëüíîñòè÷èñëèòåëåé
a1; a2; : : : ; an ; : : : íè ðàçó íå âñòðå÷àåòñÿ åäèíèöà. Ñîâîêóïíî ñòüòàêèõ
ïî ñëåäîâàòåëüíîñòåéèìååò ìîùíî ñòüêîíòèíóó ì à(3) .

Âû÷èñëèì ðàçìåðíî ñòüñàìîïî äîáèÿ êàíòîðîâ à ìíî æåñòâà. Ïðè ïåð-
âîé èòåðàöèèèìååì " = 1=3; N = 2, ïðè âòîðîé � " = 1=9; N = 22; : : :,
ïðè k-îé � " = 1=3k ; N = 2k . Ïî ýòî ìó dH = ln 2=ln 3 � 0; 63� ìåíüøå,
÷åì ðàçìåðíî ñòüèñõî äíîã î ïðîîáðàçà.

Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíà ëüíûé àíàëîã ìíî æåñòâà Êàíòîðà � ôóíêöèÿ
Êàíòîðà . Ðàñïðåäåëèì ðàâíî ìåðíî íà F åäèíè÷íóþ ì àññó (ìåð ó) ñ ïëî ò-
íî ñòüþ � . Òîãäà ôóíêöèÿ F (x) =

Rx
0 d� (x) îïèñûâ àåòðàñïðåäåëåíèå

ìåðû íà êàíòîðîâ î ì íî ñèòåëå.Îíà ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíîé âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèåé, êî òîðàÿ òåì íå ìåíåå ïî ÷òèâñþäó èìååò íó ëåâóþ ïðîèçâ î ä-
íóþ (ò.å. ãîðèçîíò àëüíà!). Åå íàçûâàþò ¾÷åðòîâ îé ëåñòíèöåé¿(ðèñ.3).

Ï ÐÈÌÅÐ 2. Êðèâàÿ Êî õà. Âîçüìåì ðàâíî ñòîðîííèé òðåóãî ëüíèê è
îïðå äåëèì ñëåäóþùóþ ýëåìåíò àðíóþ îïåðàöèþ: êàæäàÿñòîðîíà äåëèò-
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0 1  
0  

1  

ÐÈÑ. 3. ×åðòîâà ëåñòíèöà

ñÿ íà r = 3 ÷àñòè,ïî ñëå÷åãî ñðåäíèé ñåãìåíò çàìåíÿåòñÿ íà ðàâíî ñòî-
ðîííèé òðåóãî ëüíèê. Îïåðàöèÿ ïîâ òîðÿåòñÿn ðàç.Òî, ÷òî ïî ëó÷èòñÿïðè
n ! 1 , è åñòüòðèàäà(ñíåæèíêà) Êî õà (ðèñ.4)

ÐÈÑ. 4. Òðèàäà Êî õà. ×åòûðå èòåðàöèè

ßñíî, ÷òî ýòî ìíî æåñòâî ñàìîïî äîáíî, òî ÷íî òàê æå, êàê è ñàì ïðî-
öåññ åãî ïî ñòðî åíèÿ. Íà ëþáî ì øàãå åãî ëèíåéíûé ýëåìåíò äëèíû l
çàìåíÿåòñÿ íà N = 4 ýëåìåíò à äëèíîé lr � 1 = 1=3 êàæäûé.Ïî ýòî ìó ðàç-
ìåðíî ñòüïî äîáèÿ èëèåìê î ñòüdc = ln N=ln r = ln 4=ln 3 � 1; 2619. Òðè-
àäàÊoõàÿâëÿåòñÿì àòåìàòè÷åñêîé ìî äåëüþêðèâîé ïîá åðåæüÿ,ñêî òîðîé
ðàáîòàë Ðè÷àðäñîí . Ëþáîïûòíî, ÷òî â R2 ìî æíî ïî ñòðîèòü ìíî æåñòâà
ñ äðîáíîé ðàçìåðíî ñòüþ, êî òîðûå îá ëàäàþò èíôåðíà ëüíûì ñâîéñòâî ì
ïðèçðàêîâ èëè âóðäàëàêîâ: îíè íå îòáðàñûâàþò òåíè . Òî ÷íåå, äëÿ òà-
êèõ îá úåêòîâ ëåáåãîâà ìåðà ïðî åêöèé íà íåêî òîðûå (èëè äàæå íà âñå)
íà ïðàâëåíèÿ ðàâíà íó ëþ.

134 ÓÄÊ 004.032.26(06) Íåéðîííûå ñåòè



Í. Ã. ÌÀÊÀÐ ÅÍÊ Î

Ïðèìå ÷àíèÿ

1. Íàèáî ëååâàæíûì îáñòî ÿòåëüñòâî ì çäåñüÿâëÿåòñÿïåðåõî ä ê ïðåäå-
ëó äàæå äëÿãëàäêîé êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî,ñåãìåíò äóãèðàññìàò-
ðèâàåìûé íåïî ñðåäñòâåííî, íè÷åì íå î òëè÷àåòñÿ î ò åãî ïî ëîâèíû
óäâî åííîé ìèêðî ñêîïî ì. Öåëîå î äíîðî äíî ñ ÷àñòüþè êàê çàìå-
òèë Ïó àíêàðå [1]: ¾Çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ ïðî òèâîðå÷èå, èëè ñêîðåå
ýòî áûëî áû ïðî òèâîðå÷èåì, åñëèáû ÷èñëî ÷ëåíîâ ïðåäïî ëàãàëî ñü
êîíå ÷íûì; â ñàìî ì äåëå,ÿñíî, ÷òî ÷àñòü,êî òîðàÿ ñîäåðæèòìåíåå
÷ëåíîâ ñðàâíèòåëüíî ñ öåëûì, íå ìî æåòáûòü ïî äîáíîé öåëîìó¿.

2. Íà ïî ìíèì, ÷òî ìíî æåñòâî X íà R èìååò ìåð ó íó ëü,åñëèåãî ìî æ-
íî ïîêðûòü èíòåðâàëàìè, ñóìì à äëèí êî òîðûõ ïðîèçâ î ëüíî ì àëà.
Íà ïðèìåð, X ñîñòîèò èç ðàöèîíà ëüíûõ ÷èñåë èç (0; 1). Îíè ìîãóò
áûòüçàïèñàíû â âèäåïî ñëåäîâàòåëüíîñòè:a1; a2; a3; : : :, íà ïðèìåð
òàê:

1=2; 1=3; 2=3; 3=4; 1=5; 2=5; : : :

Äëÿ ëþáîã î " > 0; a1 ìî æíî çàêëþ÷èòüâ èíòåðâàë äëèíû "=2;
a2 � â èíòåðâàë äëèíû "=4; : : : an � â èíòåðâàë äëèíû "=2n . Ýòè
èíòåðâàëû ïîêðûâ àþò X è ñóìì à èõ äëèí ðàâíà " . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíî æåñòâî ðàöèîíà ëüíûõ ÷èñåëèìååò ìåð ó íó ëü.

3. Äåéñòâèòåëüíî,ëþáî ìó íàáîð ó f a1; : : : ; an ; : : : j ai = 0 èëè2g ìî æ-
íî ïî ñòàâèòüâ ñîî òâåòñòâèåïî ñëåäîâàòåëüíîñòüb1; : : : ; bn ; : : :, ãäå
bn = 0; åñëè an = 0 è bn = 1, åñëè an = 2. Íî òàêàÿ ïî ñëåäîâà-
òåëüíîñòü� ïðî ñòî äâîè÷íûé êî ä ÷èñëà,ïðèíàäëåæàùåãî [0; 1].

Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Ëó÷øèìè, ïî ìî åìó ìíåíèþ, ÿâëÿþò-
ñÿ îáçîðû [7,9] íà ïèñàííûå äëÿ ôèçèêîâ. Ðàáîòû Ðè÷àðäñîíà èçëîæåíû
â ìîíîãðàôèè [12], à â [13] èì ïî ñâÿùåíà öåëàÿãëàâà. Ñòàòüè Ìàí-
äåëüáðîòà â [14,15] âåñüìà ñîäåðæàòåëüíû, íî íå ïî äõî äÿò äëÿ ïåðâîãî
÷òåíèÿ. Íåáî ëüøàÿ êíèãà Ëåáåãà[3] ñîäåðæèòîáñóæäåíèåóïî ìÿíóòûõ
ïàðàäîêñîâ. Îïèñ àíèå ôóíêöèè Êàíòîðà ìî æíî íàéòè â [16], à ïðèìåðû
ôðàêòàëîâ-âóðäàëàêîâ ïðèâåäåíû â äîïî ëíåíèè ê êíèãå [17]. Íàê îíåö,
íåêî òîðûå âîïðî ñû, ñâÿçàííûå ñ òîíê îé ñõî äèìî ñòüþ,ñòðîãî ðàññìî òðå-
íû â [18].
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Ôðàêòàëû, íåïî ëíàÿ àâòî ì î äåëüíîñòü è
êîíòåê ñòíî-ñâ îá î äíûå ãðàìì àòèêè

Plus �ca change,plusc'est la m�eme
chose.
×åì áî ëüøå îíî èçìåíÿåò ñÿ,òåì
áî ëååî ñòàåòñÿ òåì æå.

Ôðàíöóçñêàÿ ïîñë îâèöà

Âåðíåìñÿ ê ïî ñòðî åíèþ òðèàäû Êî õà. Çäåñü âñå ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåçL ðåáðî òðåóãî ëüíèêà íà ïåðâî ì øàãå.Íà n-î ì øàãåðàçìåð
î äíîé ñòîðîíû b = L=3n , à ïåðèìåò ð L b = 3L(4=3)n (ðèñ.4).

Êîãäà n ! 1 ; b ! 0, L b ! 1 . Ïî ñêî ëüêó n = lg(L=b)=lg 3, èìååì:

L b = 3L10� lg (L=b ) = 3L(L=b) � ;

ãäå � = (lg 4 � lg 3)=lg 3 � 0; 2618.
Ìû ëåãêî ïî ëó÷èì ôîð ìó ëó Ðè÷àðäñîíà , åñëèïî ëîæèì:

� = L 1� � = L D ; L b = 3�b 1� D ; D = 1 + � = 1; 2619:

Àíà ëîãèÿ ñ áåðåãîâ îé ëèíèåé ñòàíîâèò ñÿ ïî ëíîé, ïî ñêî ëüêó ÷èñëî çâå-
íüåâ òðèàäû N = L b=b = �b � D è ñóìì àðíàÿ ïëîùàäü êâàäðàòîâ, ïî-
ñòðî åííûõ íà ïåðèìåò ðå, N b2 = �b 2� D ! 0 ïðè b ! 0(D < 2). Ìû
ìî æåì ïî ëó÷èòüêîíå ÷íóþ âåëè÷èíó, åñëè óäàñòñÿ íàéòè òàêî å D � , ÷òî
N bD � = � , ãäå1 < D � < 2; ïðè ýòî ì N b = 1 è N b2 = 0, êîãäà b ! 0.

Ëåãêî óñìî òðåòüî ñíîâíûå î ñîáåííî ñòèïî ñòðî åíèÿ òðèàäû:

1. Î äíîðî äíîñòü : êàæäàÿñòîðîíà òðåóãî ëüíèêà n-ãî øàãàïîðî æäàåò
î äèíàêîâ î å ÷èñëî çâåíüåâ n + 1.

2. Càì îïî äîáèå: ÷èñëî çâåíüåân + 1 øàãàçàâèñèòòî ëüêî î ò î òíîøå-
íèÿ çâåíüåâ n-ãî è n + 1 øàãîâ.

Îê àçûâàåòñÿ,÷òî ýòèõäâóõ óñëîâèé,çàäàííûõ ëîêàëüíî, äî ñòàòî ÷íî äëÿ
ïî ëó÷åíèÿ ô îð ìó ëû Ðè÷àðäñîíà (1) .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâ î ëüíóþ êðèâóþ, êî òîðàÿ àïïðîê ñèìèðóåòñÿ ñè-
ñòåìîé ëî ì àíûõ ëèíèé ñ óìåíüøàþùåéñÿ äëèíîé çâåíà. Ïóñòü ì àëàÿ
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îêðåñòíî ñòüêðèâîé ñîäåðæèòäâå ñîñåäíèõ âåðøèíû ëî ì àíîé ñ äëèíîé
çâåíà a. Ïóñòü Nab � ÷èñëî âåðøèí ëî ì àíîé ñî çâåíî ì b < a, ðàñïî ëî-
æåííûõ ìåæäó òåìè æå âåðøèíàìè. Ñâîéñòâî ëîêàëüíîãî ñàìîïî äîáèÿ
îçíà ÷àåò, ÷òî Nab àñèìïò î òè÷åñêè ïðè a=b ! 1 ìî æíî ïðåäñòàâèòü
ðàçëîæåíèåì, ãëàâíûé ÷ëåí êî òîðîã î íå çàâèñèòî ò a è b, à ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé èõ î òíîøåíèÿ: Nab = f (a=b) ïðè ôèêñèðîâàííî ì a=b � 1.
Âîçüìåì íîâ óþ ëî ì àíóþ ñ äëèíîé çâåíà c � b. Â ñèëóëîêàëüíîé î ä-
íîðî äíî ñòè è ñàìîïî äîáèÿ ÷èñëî åå çâåíüåâ, ïðèõî äÿùèõñÿ íà äëèíó
a, ðàâíî f (a=c). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî æå ÷èñëî ðàâíî ïðîèçâ åäåíèþ
(Nab) � (Nbc). Çäåñüïåðâûé ñîìíî æèòåëü� ÷èñëî b�çâåíüåâ âíóòðè î ä-
íîã î a�çâåíà, à âòîðîé � ÷èñëî c�çâåíüåâ âíóòðè î äíîã î b�çâåíà. Òàêèì
îáðàçî ì, ïî ëó÷àåì ôóíêöèîíà ëüíî å óðàâíåíèå:

f (a=c) = f (a=b)f (b=c):

Çàìåíà ïåðåìåííûõ a=b= x; a=c= y äàåò:

f (y)=f (x) = f (y=x):

Äèôôåðåíöèðóÿ îá å ÷àñòèïî y è ïî ëàãàÿy = x, ïî ëó÷èì: f 0(x)=f (x) =
(1=x)f 0(1) = D=x èëè f (x) = xD .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óïî ìÿíóòûõ ïðåäïî ëîæåíèÿõ äëÿäëèíû ëî ì àíîé
ñïðàâåäëèâà àñèìïò î òèêà:

L b = aD b1� D + : : :

Íà ïî ìíèì, ÷òî ïðîöå äóðàíàçûâàåòñÿ àâòî ì î äåëüíîé , åñëè ååõàðàêòå-
ðèñòèêèíà äâóõñìåæíûõ óðîâíÿõ ñâÿçàíû äðóãñäðóãî ì ïðåîáðàçîâàíè-
åì ïî äîáèÿ. Àñèìïò î òèêà ïîê àçûâàåò, ÷òî ôðàêòàëû îá ëàäàþò ñâîéñòâî ì
íåïî ëíîé àâòî ìî äåëüíî ñòè.Ïî ÿñíèì ýòî ò ìî ìåíò . Â îáùåì ñëó÷àåäëè-
íà àïïðîê ñèìèðóþùåé ëî ì àíîé äëÿ íåïðåðûâíîé êðèâîé ìåæäó äâóìÿ
òî ÷êàìè, ðàçäåëåííûìè ðàññòî ÿíèåì a, çàâèñèòî ò a è äëèíû çâåíà b.
Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíî ñòè L a = af (a=b). Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé ïðè
a=b ! 1 (b ! 0) ôóíêöèÿ f ñòðåìèòñÿ ê êîíå ÷íî ìó ïðåäåëó f (1 ).
Èìåííî òîãäàâåëè÷èíà f (1 )a ÿâëÿåòñÿäëèíîé î òðåçêà ãëàäêîé êðèâîé.
Íà ïðèìåð, äëÿîêðóæíî ñòèñ äèàìåòðî ì a; f (1 ) = � =2. Òàêèì îáðàçî ì,
äëèíà îêðóæíî ñòè àâòî ìî äåëüíà ïî ïàðàìåòðó a=b ïðè a=b ! 1 . Äëÿ
ôðàêòàëüíûõ êðèâûõ êîíå ÷íîã î ïðåäåëàf (a=b) íå ñóùåñòâóåò. Î äíàêî
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èìååò ìå ñòî íåïî ëíàÿ àâòî ì î äåëüíîñòü :

f (a=b) / (a=b)D � 1:

Ðàçóìååòñÿ, D çàâèñèòî ò ãåîìåòðèè êðèâîé è íå îïðå äåëÿåòñÿ èç ñîîá-
ðàæåíèé ðàçìåðíî ñòè.

Ñóùåñòâóåò ëþáîïûòíûé ïî äõî ä ê íåïî ëíîé àâòî ìî äåëüíî ñòè,ñâÿ-
çàííûé ñ ñèìâî ëè÷åñêîé äèíàìèê îé . Ðàññìîòðèì áèíàðíîå ñëîâî (äâî-
è÷íóþ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü):

z = z0z1 : : : zr � 1;

ãäå zi � íó ëè, ëèáî åäèíèöû. Äëèíà ñëîâà log2 z = r , à s 6 r ÷èñëî
ìå ñò, çàíÿòûõ åäèíèöåé. Îïðå äåëèì ãî ìî ìîðôèç ì T : [0; 1] ! [0; 1]
óðàâíåíèÿìè: T(0) = 0r ; T(1) = z. Ïóñòü, íà ïðèìåð, z = 101. Âîçü-
ìåì òî ÷êó x0 = 1 è ðàññìî òðèì ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüèòåðàöèé:x1 =
T(x0); : : : ; xk = T(xk � 1). Â ðåçóëüòàòåïî ëó÷èì ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü:

x0 = 1
x1 = T(1) = 101

x2 = T(T(1)) = T(101) = T(1)T(0)T(1) = 101000101

Ì î æíî óáåäèòüñÿ,÷òî íåïî äâèæíîé òî ÷êîé x f ãî ìî ìîðôèç ì à T áóäåò
ïðåäåëlim k !1 xk , óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ T(x) = x:

x f = 10100010100000000010100010100: : :

Ýòî ñèìâ î ëè÷åñêàÿ çàïèñü ìíî æåñòâà Êàíòîðà . Äåéñòâèòåëüíî,101
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî ä ïåðâîãî øàãà ïî ñòðî åíèÿ ýòîãî ôðàêòàëà, êî-
ãäà ìû óäàëÿåì ñåðåäèíó (0) åäèíè÷íîã î èíòåðâàëà. Íà âòîðî ì øàãå òà
æå ïðîöå äóðàïðèìåíÿåò ñÿ ê ïî ëó÷èâøèìñÿ ïî äèíòåðâàëàì: [0; 1=3] !
101; [2=3; 1] ! 101è ò.ä.

Ïðèìå ÷àíèÿ

1. Èëè íà äðóãî ì ÿçûêå� ïî ëó÷åíèÿ ðåíîð ìãð óïïû , î òíî ñèòåëüíî
êî òîðîé ñàìîïî äîáíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíî æå-
ñòâàìè. Êàíòîðîâó ïûëü K ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàêïî äìíî æåñòâà
èíòåðâàëà [0; 1]. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå S ìíî æåñòâà F íà âåùå-
ñòâåííîé î ñè äàåòîáðàç S(F) è îá ëàäàåòñëåäóþùèì ñâîéñòâî ì:
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îáðàç îá úåäèíåíèÿ äâóõ ìíî æåñòâðàâåí îá úåäèíåíèþ èõ îáðàçîâ.
Ðàññìîòðèì äâà î òîáðàæåíèÿ:

S1(F) = [x=3 : x 2 F]
S2(F) = [(x + 2)=3 : x 2 F]

S1 î òîáðàæàåòêàíòîðîâ î ìíî æåñòâî â åãî ëåâóþ ïî ëîâèíó , à S2 �
â ïðàâóþ. Î÷åâèäíî, T(F) = S1 [ S2 � î ñòàâëÿåòïûëü íåèçìåííîé.
Ïðåîáðàç îâàíèÿ, î ñòàâëÿþùèå ìíî æåñòâî íåèçìåííûì, T(K) = K
íàçûâàþòñÿñèììåò ðèÿìè K. Åñëèïðèëî æèòüT ê èíòåðâàëó [0; 1]
íå ñêî ëüêî ðàç, òî lim n !1 Tn ([0; 1]) = K. Ôàêòè÷åñêè K ìî æíî
ãåíåðèðîâàòü èç ëþáîã î îãðàíè÷åííîã î ìíî æåñòâà âåùåñòâåííîé
î ñè, äàæå èç ëþáîé åäèíñòâåííîé òî ÷êè x0 : T(x0) òîãäà ñîñòîèò
èç äâóõ òî ÷åê,T2(x0) � èç ÷åòûðåõ è ò.ä. Íà ÿçûêå òåîðèè ðåíîð ì-
ãðóïï K � åäèíñòâåííàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ ¾òî ÷êà¿èëè èíâàðèàíòíî å
ìíî æåñòâî Ò. Â ýòî ì êîíòåê ñòådc = ln 2=ln 3 ðåçóëüòàò òîãî, ÷òî Ò
îá úåäèíåíèå äâóõ ñæàòèé. Ì î æíî ïîê àçàòü, ÷òî Ò; Ò2; : : : � åäèí-
ñòâåííûå ñèììåò ðèè êàíòîðîâ à ìíî æåñòâà.

Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Ì îíîãðàôèÿ [13] � åäèíñòâåííûé èç-
âåñòíûé ìíå èñòî ÷íèê, ãäå ôðàêòàëû èçëîæåíû ñ ïîçèöèé íåïî ëíîé àâ-
òî ìî äåëüíî ñòè. Ñâÿçü ñâîéñòâ ñàìîïî äîáèÿ è î äíîðî äíî ñòè ñ òåîðèåé
ãðóïï îáñóæäàåòñÿ â îáçîðå [19]. Ñâÿçÿì ôðàêòàëîâ ñ òåîðèåé ÷èñåë è
ñèìâ î ëè÷åñêîé äèíàìèê îé ïî ñâÿùåíû ðàáîòû [2,20,23].

Ôðàêòàëû è ñèñòåìû èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé

Íî êàêæå îíî îáðàçóåòñÿ,åñëèíå
ñîäåðæèòñÿ â òî ì æå ñâî åì
ïðîîáðàçå?

Íèê î ëàé Êóçàíñêèé
¾Èãðàâ øàð¿

Îò îáðàæåíèå f : X ! X , äåéñòâóþùåå â ìåòðè÷åñêî ì ïðî ñòðàíñòâå
(X ; d), íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì , åñëèñóùåñòâóåòs 2 [0; 1) òàêî å, ÷òî

d(f (x); f (y)) 6 sd(x; y)
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äëÿ âñåõ x è y èç X ; s íàçûâàåòñÿ êî ýôôèöèåíòî ì ñæàòèÿî òîáðàæåíèÿ.
Ñèñòåìîé èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé (ÑÈÔ) (X ; f f i g); i = 1; 2; : : : ; k

íàçûâàþò íàáîð ñæèìàþùèõ î òîáðàæåíèé 5 f f i g, â êî ìïàê òíî ì ìåò-
ðè÷åñêî ì ïðî ñòðàíñòâå (X ; d). Êî ýôôèöèåíòî ì ñæàòèÿ ÑÈÔ íàçûâàþò
s = maxf si : i = 1; : : : ; kg.

Äëÿ ïðî ñòðàíñòâà (X ; d) ìî æíî îïðå äåëèòüäðóãî å ìåòðè÷åñêî å ïðî-
ñòðàíñòâî (H (X ); h), íàçûâàåìî å ¾ïðîñòðàíñòâî ì ôðàêòàëîâ¿.

Ïóñòü H (X ) � ìíî æåñòâî íåïóñòûõ êî ìïàê òíûõ ïî äìíî æåñòâX . Îïðå-
äåëèì íà íåì ìå òðèêóÕàóñäîðôà h ñëåäóþùèì îáðàçî ì. Ïóñòü B (x; r ) �
çàìêíóòûé øàð, ðàäèóñà r ñ öåíòðî ì â òî ÷êå x. Äëÿ ïðîèçâ î ëüíîã î ìíî-
æåñòâà A 2 X äèëàòàöèåé6 A r ðàäèóñà r ìíî æåñòâà A íàçûâàåòñÿS

x 2 A B (x; r ). Òàêèì îáðàçî ì, äèëàòàöèÿìíî æåñòâàA � ýòî äîáàâëåíèå ê
A âñåõ òî ÷åê,ëåæàùèõíà ðàññòî ÿíèè 6 r î ò åãî ãðàíèöû. Ïóñòü A; B �
íåïóñòûå êî ìïàê òíûå ïî äìíî æåñòâà èç X . Òîãäà ðàññòî ÿíèå(ìåò ðèêà)
Õàóñäîðôà îïðå äåëÿåòñÿ êàê(ðèñ.5)

h(A; B ) = minf r > 0jA � B r ; B � A r g:

Òàêèì îáðàçî ì, ýòî ìèíèì àëüíî åèçäâóõ÷èñåë:ïåðâî åèçíèõ ïî ëó÷àåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ìíî æåñòâà A, äî òåõ ïîð, ïîê à åãî îáðàç íå ïîã ëî òèòB ,
âòîðî å� äèëàòàöèåéB , ïîê à îíà íå ïîã ëî òèòA 7.

A

B CA

C B11

1

ÐÈÑ. 5. Ì åòðèêà Õàóñäî ðôà

5Òàêóþ ÑÈÔ èí î ãäà í àçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêî é.
6Ò.å.ðàñøè ðåíè åì.
7Äðóãîå î ï ðåäåëåíè å äàí î â ãëîññàðèè.
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Ì î æíî ïîê àçàòü,÷òî åñëè(X ; d) � ïî ëíî å ìåòðè÷åñêî åïðî ñòðàíñòâî,
òî (H (X ); h) òàêæåÿâëÿåòñÿïî ëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðî ñòðàíñòâî ì. Îïðå-
äåëèì ïðåîáðàçîâàíèå T : H (X ) ! H (X ) êàê

T(B ) =
k[

i =1

f i (B ); 8B 2 H (X );

ãäå T(B ) = f T(x)jx 2 B g � îïåðàòîð Õàò÷èíñîíà .
Ïóñòü B 2 H è T � n � êî ìïîçèöèÿ 8 ïîðÿäê à n îïåðà òîðà T:

T � 0(B ) = B ; T � ( j +1) (B ) = T � j (T(B )) :

Ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî æåñòâ, ïî ëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå èòåðèðîâàíèÿ
T(B ); ò.å.

f B ; T(B ); T � 2(b); T � 3(B ); :::; T � n (B ); :::g;

íàçûâàåòñÿ îðáèòîé B äëÿ (H (X ); T). Ïàð ó (H (X ); T) ìî æíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê äåòåðìèíèðîâ àííóþ äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ
ïðî ñòðàíñòâî ì ñîñòî ÿíèé H (X ) è ïðåîáðàçîâàíèåì T.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áàíàõà î íåïî äâèæíîé òî ÷êå, äåéñòâèåñæèìàþ-
ùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T íà ïðîèçâ î ëüíóþ íà÷àëüíóþ òî ÷êó B 0 2 H â
ïðî ñòðàíñòâå (H (X ); h) ïðèâî äèòê ïî ñëåäîâàòåëüíîñòèòî ÷åêB 0; B1 =
T(B0); B2 = T(B1) � T � 2(B0); : : :, êî òîðàÿ ñõî äèòñÿ ê íåêî òîðîé òî ÷êå
A 2 H . Îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ T(A) = A.
Î÷åâèäíî, ÷òî

lim
n !1

T � n (B ) = A:

Íåïî äâèæíàÿòî ÷êà A íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðî ì ÑÈÔ èëè ôðàêò àëî ì .
Ïðè ïðàêòè÷åñêî ì èñïî ëüçîâàíèè ÑÈÔ äëÿ ïî ñòðî åíèÿ ôðàêòàëîâ

îïåðà òîð Õàò÷èíñîíà ïðèìåíÿþ ò òî ëüêî ê ãðàíè÷íûì òî ÷êàì êî ìïàê òà.
Ï ÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü X = [0; 1]; f 1 = 1=3x; f 2 = 1=3x + 2=3. Ïóñòü

T = f 1 [ f 2. Ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüèòåðàöèéT(X ) ïðè n ! 1

T([0; 1]) = f [0; 1=3]; [2=3; 1]g;

T � 2 = f [0; 1=9]; [2=9; 1=3]; [2=3; 7=9]; [8=9; 1]g; : : :

8Í å ïóòàòü ñî ñòåï åíü þ!
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î ÷åâèäíî ïðèâî äèòê êàíòîðîâ ó ìíî æåñòâó: F =
T

T � n [0; 1].

Ï ÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü X 2 R2. Îïðå äåëèì ÑÈÔ êàê

f 1

��
x1

x2

��
=

�
1=2 0
0 1=2

� �
x1

x2

�
+

�
0
0

�
;

f 2

� �
x1

x2

��
=

�
1=2 0
0 1=2

� �
x1

x2

�
+

�
1=2
0

�
;

f 3

� �
x1

x2

��
=

�
1=2 0
0 1=2

� �
x1

x2

�
+

�
1=2
1=2

�
:

Àòòðàêòîð ýòîé ÑÈÔ (êîâåð Ñåðïèíñêîãî) ïðèâåäåí íà ðèñ.6. Âîçüìåì

ÐÈÑ. 6. Ôðàêòàë Ñåðïèí ñêî ãî

â êà÷åñòâå èñõî äíîã î ìíî æåñòâà ïðè ïî ñòðî åíèè êîâðà ïðÿìî óãî ëüíûé
òðåóãî ëüíèê B ñ êîîð äèíàòàìè âåðøèí (0; 0); (0; 1); (1; 1). Òîãäàâñå f i �
àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ B ñ êî ýôôèöèåíòî ì 0:5. Ïðåîáðàç î-
âàíèå f 3 ñäâèãàåòîáðàç B âïðàâî íà 1=2, f 2 � ââåðõíà ýòó æå âåëè÷èíó
è f 1 î ñòàâëÿåò åãî íà ìå ñòå.Òàêèì îáðàçî ì, äëÿ êàæäîãî n T � n (B )
ðåïðî äóöèðóåò ñæàòèå è ñäâèãè.Çàìåòèì, ÷òî ëþáî å àôôèííî å ïðå-
îáðàçîâàíèå â R2 êî äèðóåòñÿ âñåãî øåñòüþ êî ýôôèöèåíòàìè, ïî ýòî-
ìó ÑÈÔ ðåàëèçóåòôðàêòàëüíî å ñæàòèåèçîáðàæåíèÿ êîâðà. Ìíî æåñòâî
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T(B ) : f 1(B ) [ f 2(B ) [ f 3(B ) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êî ìïîçèöèþ (êî ëëàæ)
òðåõ óìåíüøåííûõ êîïèé B . Íàõ î æäåíèåêî ýôôèöèåíòîâ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïî ôðàãìåíò ó êî ëëàæàíàçûâàþò îáðàòíîé çàäà÷åéâ òåîðèè
ôðàêòàëîâ. Â ååðåøåíèè âàæíóþ ðî ëü èãðàåòñëåäóþùàÿ
Òåîðåì à î êî ëëàæå. Ïóñòü f (X ; d); f 1; f 2; : : : ; f k g � ãèïåðáîëè÷åñêèå
ÑÈÔ ñ êî ýôôèöèåíòî ì ñæàòèÿ s, B � ïðîèçâ î ëüíî å íåïóñòî å êî ìïàê ò-
íî å ìíî æåñòâî, ïðèíàäëåæàùååH (X ) è A � àòòðàêòîð ÑÈÔ. Ïóñòü

h(B ;
k[

i =1

f i (B )) � h(B ; T(B )) < ":

Òîãäà
h(A; B ) 6 h(B ; T(B ))

"
1 � s

:

Òàêèì îáðàçî ì, äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñëåäóåòâûáèðàòüB , ¾ïî-
õî æåå¿íà ôðàãìåíò êî ëëàæà.

Ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ èòåðàòèâíûõ ôóíêöèé (ÑÑÈÔ)

f X ; f 1; f 2; : : : ; f k ; p1; p2; : : : ; pk :g

íàçûâàþò ÑÈÔ, ñíàáæåííóþ íàáîðî ì âåðîÿòíî ñòåéf pi ji = 1; 2; : : : ; kg
äëÿ êàæäîãî f i ; ãäå pi > 0 è p1 + p2 + : : : + pk = 1. Ïóñòü � =
(� 1; : : : ; � N ); � n 2 f 1; : : : ; kg. Òîãäà îðáèòà ÑÑÈÔ îïðå äåëÿåòñÿ êàê
xn +1 = f � n (xn ), ãäå f � n âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíî ñòüþ(1) p� n . Ïðå äïî-
ëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ f i ; i = 1; 2; 3 ïðè ïî ñòðî åíèè êîâðà Ñåð-
ïèíñê îãî âûáèðàþòñÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè âåðîÿòíî ñòÿìè p1 > p2 > p3.
Òîãäà,îáðàçû f 1(B ) ïðè èòåðàöèÿõT áóäóòïî ÿâëÿòüñÿ¾âñðåäíåì¿ ÷àùå
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîî òâåòñòâóþùèå ôðàãìåíòû â êîâðå îêàæóòñÿ ¾áîëåå
÷åðíûìè¿ íà êàæäîì ì àñøòàáå. Ïðè ýòî ì óñëîâèå íîð ìèðîâêè âåðîÿò-
íî ñòåéïðè ïåðåõî äå ê âòîðîé èòåðàöèèèíäóöèðóåòíîâûå âåðîÿòíî ñòè:

(p1) ! (p1p1; p1p2; p1p3)

(p2) ! (p2p1; p2p2; p2p3)

(p3) ! (p3p1; p3p2; p3p3)
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Ýòà öåïî ÷êà ïðî äî ëæàåòñÿ ñ ðî ñòî ì íî ìåðà èòåðàöèèè ìû ïî ëó-
÷èì êîâåðÑåðïèíñêîãî â÷åðíî-ñåðî-áåëûõòîíàõ, ïðè÷åì èíòåíñèâíî ñòü
îêðàñêè(ìåðà) ïðèîáðåòàåòñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà. Íà äðóãî ì ÿçûêå òà-
êóþ êàðòèíó íàçûâàþò ìó ëüòèôðàêò àëüíîé ìåðîé .

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå ÑÑÈÔ ñóùåñòâóþò èõ ðàçíîâèäíî ñòè� ðàíäî-
ìèçèðîâ àííûå ÑÈÔ. Ýòî îáû÷íûå èòåðàòèâíûå ôóíêöèè, êî ýôôèöèåíòû
êî òîðûõ âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèèèç íåêî òîðîã î
ìíî æåñòâà. Ïðèìåð àòòðàêòîðà òàêîé ÑÈÔ ïðèâåäåí íà ðèñ.7.

Ïðèìå ÷àíèÿ

1. Ðàññìîòðèì íåêî òîðî å èçìåðèìî å ìíî æåñòâî B , â êî òîðî å ìî æåò
çàõî äèòüîðáèòà ÑÑÈÔ. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Ýëòîíà óòâåðæäà-
åò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïî ñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâ î ëîâ f � n g ÷àñòî òà,
ñ êî òîðîé îðáèòà f xn g ïî ñåùàåò B , ðàâíà ìåðå ýòîãî ìíî æåñòâà
� F (B ).

lim
N !1

] f xn 2 B : 1 6 n 6 N g
N

= � F (B ); B � B(X );

ãäå ] çàìåíÿåò ñëîâî ¾êî ëè÷åñòâî¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî ñëåäîâà-
òåëüíîñòüòî ÷åê îðáèòû ÑÑÈÔ xn = f � n � f � n � 1 � : : : � f � 1 (x0)
ñõî äèòñÿê ãëîáàëüíî ìó àòòðàêòîð ó âñìûñëå ðàññòî ÿíèÿ Õàóñäîðôà
äëÿïî ÷òèêàæäîéòî ÷êèx0 2 X è äëÿëþáîã î íàáîðà âåðîÿòíî ñòåé.

Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Îðèãèíà ëüíàÿ ðàáîòà Õàò÷èíñîíà [21]
òðóäíà äëÿ ïåðâîãî ÷òåíèÿ, î äíàêî ñóùåñòâóåò åå óïðîùåííûé âàðèàíò
[22]. Íàèáî ëååïî ëíî å èçëîæåíèå ÑÈÔ è ÑÑÈÔ äàíî â êíèãå Áàðíñëè
[2] è â íåäàâíî ïåðåâåäåííîé êíèãå Êðîíîâ åðà [23]. Õîðîøèå ââåäå-
íèÿ â òåîðèþ äåòåðìèíèðîâ àííûõ è ñëó÷àéíûõ ÑÈÔ ìî æíî íàéòè íà
Web-ñòðàíè÷êàõ,ñì., íà ïðèìåð, [24]. Îñíîâíûå èäåèìó ëüòèôðàêòàëüíî-
ãî ôîð ì àëèçì à ìî æíî íàéòè â [20,22].
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ÐÈÑ. 7. Ñëó÷àéíûé Ôðàêòàë

Äèíàìè÷å ñêèåñèñòåìû è ñòðàííûå àòòðàêòîðû

Ïî ýòî ìó , åñëèòåáå ñíà÷àëàâñå
ïîê àæåòñÿ ïóñòûì áðåäî ì, çíàé,
÷òî ïðè÷èíîé òâî ÿ ñëàáîñòü!

Íèê î ëàé Êóçàíñêèé
¾Áåðèëë¿

Äèñêðåòíàÿäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ î òîáðàæåíèåì (1)

xn +1 = f (xn ); x 2 Rn :

Ïðî ñòðàíñòâî, â êî òîðî ì ðàáîòàåòî òîáðàæåíèå, îáû÷íî íàçûâàþò ôàçî-
âûì . Òðàåêòîðèÿ òàêîé ñèñòåìû ïî ëó÷àåòñÿ ïî ñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì îïåðà òîðà f :

x1 = f (x0); x2 = f (x1) = f (f (x0)) = f � 2(x0) : : :

Äëÿ íåêî òîðûõ ñèñòåì òðàåêòîðèè îáðàçóþò ìíî æåñòâà, âåñüìà ýê-
çî òè÷åñêîãî âèäà. Î äíî èç òàêèõ ìíî æåñòâ ïðèâåäåíî íà ðèñ.8. Îíî
îáðàçîâàíî èòåðàöèÿìèñèñòåìû:

n xn +1 = yn � sign(xn )jxn j1=2

yn +1 = 0:4 � xn
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ÐÈÑ. 8. Ôàçîâûé ï î ðòðåòäèñêðåòíî é ñèñòåìû

Êàê è â ñëó÷àåÑÈÔ, íåïî äâèæíûå òî ÷êèx f î òîáðàæåíèÿ f îïðå-
äåëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ: f (x f ) = x f . Íåïî äâèæíûå òî ÷êè ìî-
ãóòáûòü óñòîé÷èâûìè , åñëèê íèì ñõî äèòüñÿïî ñëåäîâàòåëüíîñòüòî ÷åê
f � n (x0); n ! 1 , è íåóñòîé÷èâûìè, â ïðî òèâíî ì ñëó÷àå.Ëåãêî ïîíÿòü,
â êàêèõ ñëó÷àÿõâîçíèê àåòóñòîé÷èâî ñòü.Ðàññìîòðèì ¾âîçìóùåííóþ¿
íåïî äâèæíóþ òî ÷êó x = x f + � x, êî òîð óþ ìî æíî ïî ëó÷èòüñ ïî ìîùüþ
ì àëîãî âîçìóùåíèÿ î òîáðàæåíèÿ f :

xn +1 = x f + � xn +1 = f (x f + � xn ) ' f (x f ) + � xn f 0(x f ):

Ïî ñêî ëüêó � xn +1 = f 0(x f )� xn , ïîíÿòíî, ÷òî j� xn j áóäåòóâåëè÷èâàòüñÿ,
åñëè jf 0(x f )j > 1. Òàêèì îáðàçî ì, ïðîèçâ î äíàÿ jf 0j èãðàåòðî ëü ëîêàëü-
íîã î êî ýôôèöèåíòà ñæàòèÿ èëè ðàñøèðåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîã î (â îáùåì
ñëó÷àå)î òîáðàæåíèÿ f . Î÷åâèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîé íåïî äâèæíîé òî ÷êå
ñîî òâåòñòâóåò ñæàòèå: jf 0(x f )j < 1. Äëÿ ìíîã î ìåðíîã î ñëó÷àÿíàäî âû-

÷èñëÿòüïðîèçâ î äíûå ïî âñåì êîîð äèíàòàì, ò. å. ÿêîáèàí J = detj
@x i

n +1

@x j
n

j

î òîáðàæåíèÿ f â òî ÷êå x f = (x1
f ; x2

f ; : : : ; xn
f ). Â ýòî ì ñëó÷àåóñëîâèå
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óñòîé÷èâî ñòè J < 1 ñîî òâåòñòâóåò ñæàòèþ â J ðàç îá úåì à èñõî äíîã î
¾ïàðàëëåëåïèïåäà¿,íàòÿíóòîãî íà êîîð äèíàòíûå î ñè, êî òîðî å ïðîèñ õî-
äèòïî ä äåéñòâèåìî òîáðàæåíèÿ f .

Ðàçíîâèäíî ñòüþ íåïî äâèæíûõ òî ÷åêÿâëÿþòñÿ ïåðèî äè÷åñêèåòî ÷êè
î òîáðàæåíèÿ f : ãîâ îðÿò, ÷òî òî ÷êà x � ïåðèî äè÷åñêàÿ ñ ïåðèî äî ì p, åñëè
ñóùåñòâóåòòàêî å ìèíèì àëüíî å ÷èñëî p, ÷òî f � p(x) = x. Âñå ýòèîá úåêòû
èíâàðèàíòíû î òíî ñèòåëüíî äåéñòâèÿî òîáðàæåíèÿ èëèåãî èòåðàöèé.Ýòî
âåñüìà íà ïî ìèíàåò ôðàêòàëû � ïðåäåëüíûå îáðàçû ÑÈÔ, êî òîðûå î ñòà-
þ òñÿ èíâàðèàíòíûìè ïî ä äåéñòâèåì îïåðà òîðà Õàò÷èíñîíà. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ñäåëàòü ýòó àíàëîãèè áî ëååòî ÷íîé, ââåäåì íåêî òîðûå äîïî ëíè-
òåëüíûå îïðå äåëåíèÿ.

Òî ÷êà y íàçûâàåòñÿ ! -ïðåäåëüíîé òî ÷êîé äëÿ òî ÷êèx, åñëè

f � n (x) ! y; n ! 1 :

Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäåëüíàÿòî ÷êà� ýòî ¾êîíåö¿ òðàåêòîðèè, êî òîðàÿ íà-
÷èíàåòñÿ â x. Âñå ! -ïðåäåëüíûå òî ÷êè îáðàçóþò ! -ïðåäåëüíîå ìíî æå-
ñòâî. Ñëåäóþùèì âàæíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå èäåè èíâàðè-
àíòíî ñòè íåïî äâèæíûõ è ïåðèî äè÷åñêèõ òî ÷åê î òíî ñèòåëüíî äåéñòâèÿ
f íà ìíî æåñòâà. À èìåííî, ìíî æåñòâî B 2 Rn íàçûâàþò èíâàðèàíò-
íûì , åñëè äëÿ âñåõ n > 0; f � n (B ) = B . Îêðå ñòíîñòüþ ìíî æåñòâà B
íàçûâàþò î òêðûòî å ìíî æåñòâî U, êî òîðî å ñîäåðæèòB è âñå åãî ïðå-
äåëüíûå è ãðàíè÷íûå òî ÷êè. Ì î æíî ïðåäñòàâèòüñåáå ýòî ìíî æåñòâî
êàê øàð áåç ãðàíèö, âíóòðè êî òîðîã î íàõî äèòñÿ âñå B è âñå òî ÷êè, êî-
òîðûå ñëóæàò ïðåäåëàìè ñõî äÿùèõñÿ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòåéòî ÷åê èç B .
Íàê îíåö, ðàññòî ÿíèåì ìåæäó òî ÷êîé x è ìíî æåñòâî ì B íàçûâàþò íàè-
ìåíüøåå èç âñåõ ðàññòî ÿíèé, êîãäà òî ÷êà y ïðîá åãàåòïî âñåìó B , ò.å.
l (x; B ) = inf y2 B kx � yk.

Çàìêíóòî å èíâàðèàíòíî å ìíî æåñòâî A � X íàçûâàåòñÿ ïðèò ÿãèâàþ-
ùèì ìíî æåñòâî ì , åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò îêðåñòíî ñòüU òàêàÿ, ÷òî
8x 2 U f � n (x) ! A ïðè n ! 1 . Íàèáî ëüøåå U, êî òîðî å îá ëàäà-
åò òàêèì ñâîéñòâî ì, íàçûâàåòñÿ áàññåéíî ì ïðèò ÿæåíèÿ äëÿ A. Èíîã äà
ñâîéñòâî ïðèòÿæåíèÿ ôîð ìó ëèðóþòíà ÿçûêåàñèìïòîòè÷å ñêîé óñòîé÷è-
âîñòè. Ìíî æåñòâî A íàçûâàþò óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó åñëèíà÷àëüíî å
ðàññòî ÿíèå l(x; A) < � ìåæäó ëþáîé òî ÷êîé è ìíî æåñòâî ì ñî âðåìåíåì
ñòàíîâèò ñÿ ìåíüøå ëþáîã î çàäàííîã î ÷èñëà" , ò.å. l (f � n (x); A) < " . Åñ-
ëè, êðîìå òîãî, " ! 0 ïðè n ! 1 ìíî æåñòâî íàçûâàþò àñèìïòîòè÷å ñêè
óñòîé÷èâûì. Èìåííî òàêèì è ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåå ìíî æåñòâî.
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Íàèáî ëååâàæíî åïîíÿòèå � àòòðàêòîð � î ñíîâ àíî íà âûäåëåíèèìè-
íèì àëüíîé 9 ñòðóêòóðû ïðèòÿãèâàþùåãî ìíî æåñòâà. Àòòðàêòîðî ì A
íàçûâàþò ïðèòÿãèâàþùåå ìíî æåñòâî, ñîäåðæàùååòî ÷êó x, äëÿ êî òîðîé
! (x) = A. Èíûìè ñëîâàìè, àòòðàêòîð ñîäåðæèòöåëèêî ì âñþ òðàåêòî-
ðèþ f � n (x). Èíîã äà ãîâ îðÿò, ÷òî A ñîäåðæèòâñþäó ïëî òíóþ òðàåêòî-
ðèþ x, ïîíèì àÿ ïî ä ýòèì, ÷òî â îêðåñòíî ñòè ëþáîé òî ÷êè òðàåêòîðèè
íà àòòðàêòîðå, ìî æíî íàéòè äðóãóþ òî ÷êó ýòîé æå òðàåêòîðèè. Êðî ìå
òîãî, åñëè íàóãàäâûáðàííàÿ òî ÷êà àòòðàêòîðà îêàçàëàñü¾ïóñòîé¿, íå
íàäî î ò÷àèâàòüñÿ:â ååëîêàëüíîé îêðåñòíî ñòèîá ÿçàòåëüíî íàéäåòñÿòî ÷-
êà òðàåêòîðèè. ×àñòî íà àòòðàêòîðå ìî æíî ââåñòè ìåð ó, ò.å. íåêî òîðî å
÷èñëî, àíàëîãè÷íî å îá úåìó â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè10. Ýòî ÷èñëî â ðÿ-
äå èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâìî æíî îöåíèòü êàê î òíî ñèòåëüíóþ äî ëþ âðåìå-
íè, êî òîðî å ïðîâ î äèòòðàåêòîðèÿ â íåêî òîðî ì êî ìïàê òíî ì ïî äìíî æåñòâå
àòòðàêòîðà 11. Òîãäà äèíàìè÷å ñêàÿ íåðàçëîæèìî ñòüàòòðàêòîðà îçíà ÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå íà íåì èíâàðèàíòíîé ìåðû (2) , êî òîðàÿ íå ìî æåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàêâçâåøåííî å ñðåäíåå íå ñêî ëüêèõíåíó ëåâûõèíâàðèàíò-
íûõ ìåð.

Àòòðàêòîðû âîçíèê àþò, êàê ïðàâèëî, äëÿ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõñèñòåì12. Â òî ì ñëó÷àå,åñëèôàçîâûì ïðî ñòðàíñòâî ì ÿâëÿåòñÿ R2,
òàêèåàòòðàêòîðû èìåþ ò òðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó: ýòî íåïî äâèæíûå òî ÷-
êè è ïðåäåëüíûå öèêëû. Î äíàêî, â Rn ; n > 3, äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû
ìîãóò èìåòü ýêçî òè÷åñêèåàòòðàêòîðû ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêíàçûâàåìûé àòòðàêòîð Õåíîíà .
Èñõî äíàÿ äèíàìè÷å ñêàÿ äèññèïàòèâíàÿ ñèñòåìà îïèñûâ àåòñÿ íåëèíåé-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â R4. Äëÿ óïðîùåíèÿ èññëåäî-
âàíèÿ ýâî ëþöèþ òðàåêòîðèé ìíîã î ìåðíûõ ñèñòåì ÷àñòî î òîáðàæàþò íà
òàê íàçûâàåìî å ñå÷åíèå Ïóàíê àðå â ôàçîâ î ì ïðî ñòðàíñòâå. Ýòî ò ïðèåì
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ïëî ñêî ñòü,îð òîãîíà ëüíóþ ôàçî-
âûì òðàåêòîðèÿì. Êàæäûéìî ìåíò ïðî õî æäåíèÿîðáèòû ÷åðåç ïëî ñêî ñòü
áóäåì î òìå÷àòüïàðîé êîîð äèíàò(xn ; yn ) òîé òî ÷êè,â êî òîðîé òðàåêòîðèÿ
¾ïðîòûêàåò¿ïëî ñêî ñòü.Òîãäàäèíàìèê àèñõî äíîé ñèñòåìû ðåäóöèðóåòñÿ

9Ò.å. í åðàçëî æèì î é í à áî ëåå ì åëêèå ýëåì åíòû ñ òåìè æå ñâî éñòâàìè.
10Àí àëî ãè÷íîå ëèøü ï î ñâî éñòâàì: åâêëèäî â îá úåì ôðàêòàëüí î ãî àòòðàêòîðà ðàâåí

íó ëþ!
11Äëÿ ýðãî äè÷åñêî é ì åðû, ýòà äî ëÿ ï ðî ï î ðöèî í àëüí à ì åðå ñàì î ãî ìí î æåñòâà.
12Äèí àìè÷ åñêàÿ ñèñòåì à í àçûâàåòñÿ êî íñåðâàò èâí î é, åñëè îòîá ðàæåíè å ñî õðàíÿ åò

åå ôàçî âûé îá úåì, è äèññèïà ò èâí î é � â ï ðîòèâí î ì ñëó÷àå.
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ê äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì (xn ; yn ) ! (xn +1 ; yn +1 ) òî ÷åê ïëî ñêî-
ñòè.Â ÷àñòíîñòè,ïðåîáðàçîâàíèå Õåíîíà â R2 çàäàåòñÿ îïåðà òîðî ì

T : x i +1 = yi + 1 � ax2
i ; yi +1 = bxi :

Ýòî ò îïåðà òîð ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êî ìïîçèöèþ òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé:

1. T0 : x0 = x; y0 = y + 1 � ax2

2. T00: x00= bx0; y00= y0

3. T000: x000= y00; y000= x00

Ïåðâ î å ïðåîáðàçîâàíèå ñêëàäûâàåòôèãóðó è ñîõðàíÿåò ïëîùàäü, âòî-
ðî å� ñæèìàåòôèãóðó î òíî ñèòåëüíî î ñè x è óìåíüøàåò ïëîùàäü, óìíî-
æàÿååíà ïî ñòî ÿííûé ìíî æèòåëüb < 1, òðåòüå� ïîâ îðà÷èâàåòè ñîõðà-
íÿåò ïëîùàäü, íî ìåíÿåò ååçíàê. ßêîáèàí î òîáðàæåíèÿ ðàâåí

@(x i +1 ; yi +1 )
@(x i ; yi )

= � b:

Çíà÷åíèå jbj < 1 ñîî òâåòñòâóåò ñæàòèþ. Íà ðèñ.9 ïðèâåäåí àòòðàêòîð
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õåíîíà äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a = 1:4; b = 0:3. Èç-
âåñòíî, ÷òî áîêñ-ðàçìåðíî ñòüýòîãî àòòðàêòîðà ðàâíà 1:26, òàê ÷òî ýòî �
ôðàêòàë.

Ôðàêòàëüíûå àòòðàêòîðû ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûìè ñöåíàðèÿìè
äèíàìè÷åñêîãî õàîñà(2) . Õàîòè÷åñêèåñèñòåìû îïèñûâ àþòñÿ ïî ëíî ñòüþ
äåòåðìèíèðîâ àííûìè óðàâíåíèÿìè, î äíàêî ïðîãíîç èõ ðåøåíèé íå ìî-
æåò áûòü ïðî äî ëæåí äàëüøå íåêî òîðîã î îãðàíè÷åííîã î èíòåðâàëà âðå-
ìåíè. Ýòî ýôôåêòòàêíàçûâàåìîé ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè î ò íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé, êî òîðûå âñåãäà çàäàþòñÿ ñ êîíå ÷íîé òî ÷íî ñòüþ. Ðàññìîò-
ðèì ïðî ñòîé ïðèìåð äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìû 13, çàäàííîé íà èíòåðâàëå
I = [0; 1] î òîáðàæåíèåì: xn +1 = 2xn ; mod 1. Äèíàìèê à ñèñòåìû ñâî-
äèòñÿ ïðî ñòî ê óäâî åíèþ êîîð äèíàòû òî ÷êè è î òáðàñûâàíèþ åäèíèöû
(ýòî è îáîçíà ÷àåòñÿ êàê mod 1), åñëè ïî ëó÷åííî å çíà÷åíèå êîîð äèíà-
òû ñòàíîâèòüñÿ áî ëüøå,÷åì ðàçìåðû ¾ôàçîâ îãî¿ ïðî ñòðàíñòâà.Âûáåðåì
íà÷àëüíóþ òî ÷êó èç èíòåðâàëàI è çàïèøåì ååêîîð äèíàòó (àäðåñ) â âèäå
äâîè÷íîã î êî äà. Ýòî âñåãäà ìî æíî ñäåëàòüåäèíñòâåííûì îáðàçî ì, åñëè

13Åå í àçûâàþò èí î ãäà ñäâèãîì Áåðí óëëè.
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çàðàíååîãîâ îðèòü âûáîð ñïî ñîáà çàïèñè äëÿ÷èñåë,äîïóñê àþùèõ äâàâà-
ðèàíòà àäðåñà. Èòàê, ïóñòü íà ïðèìåð, x0 = 0; 101101, ãäå àäðåñ çàïèñàí
ñ òî ÷íî ñòüþ äî øåñòîãî ðàçðÿäà.Ïî ñëåäíåå îçíà ÷àåò, ÷òî ìû íå çíàåì,
êàêîé èç äâóõ ñèìâ î ëîâ 0 èëè 1 ñòîèò â ñëåäóþùåì ðàçðÿäå.Çàìåòèì,
÷òî êàæäûéðàçðÿäóòî ÷íÿåò àäðåñ:

0; 1 ) 1=2 < x0 < 1

0; 10 ) 1=2 < x0 < 3=4

0; 101 ) 5=8 < x0 < 3=4 � � �

Âñïî ìíèì òåïåðü,÷òî óìíî æåíèå â äâîè÷íîé àðèôìåòèêå� ýòî ïðî-
ñòî ñäâèãçàïÿòîé âïðàâî è î òáðàñûâàíèå åäèíèöû, ñ ó÷åòî ì ìî äóëÿ.
Òàêèì îáðàçî ì, ýâî ëþöèÿ íàøåé ñèñòåìû ñâî äèòñÿ ïðî ñòî ê óòî ÷íåíèþ
àäðåñà íà÷àëüíîé òî ÷êè! Î äíàêî, ÷åðåç 6 èòåðàöèéïî ñëåäíèé èçâåñòíûé
ñèìâ î ë óéäåòâëåâî, èñ÷åðïàâ âñþ èíôîð ì àöèþ, êî òîðàÿ ñîäåðæàëàñü
â íà÷àëüíûõ äàííûõ! Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñåäüìîé èòåðàöèèìû íå ñìî-
æåì ñêàçàòü, â êàêóþ ïî ëîâèíó èíòåðâàëà I ïîïàäåò î ÷åðåäíàÿ òî ÷êà
òðàåêòîðèè. Ïîíÿòíî, ÷òî óâåëè÷åíèå íà÷àëüíîé òî ÷íî ñòè íå èçìåíèò
ñèòóàöèþ � óâåëè÷èòñÿ ëèøü ÷èñëî ¾äåòåðìèíèðîâ àííûõ¿ øàãîâ. Ëåãêî
ïîíÿòü ïðè÷èíû ïî òåðèòî ÷íî ñòè:îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:xn = 2n x0,
òàê ÷òî ðàññòî ÿíèå ìåæäó ñêî ëü óãî äíî áëèçêèìè íà÷àëüíûìè òî ÷êà-

ÐÈÑ. 9. Àòòðàêòîð Õåí î í à
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ìè áóäåòóäâàèâàòüñÿïðè êàæäîé èòåðàöèè,ïîê à íå äî ñòèãíåòðàçìåðîâ
âñåãî èíòåðâàëà. Ýòî ò ýôôåêò íàçûâàþò ðàçáåãàíèåì áëèçêèõòðàåêòî-
ðèé, ñóùåñòâåííîé çàâèñèìî ñòüþ î ò íà÷àëüíûõ äàííûõ èëè áàòòåðôëÿé-
ýôôåêòî ì 14. Âïåðâûå ýòî ò ýôôåêò áûë îáíàð óæåí Ýäâàðäî ì Ëîðåíö åì â
1961ãî äó ïðè ÷èñëåííî ì ðåøåíèè ïðî ñòîé ñèñòåìû èçòðåõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ìî äåëèðóþùèõ êîíâ åêöèîííûå ïî òîêè â àòìî ñôåðå.Óðàâíå-
íèÿ áûëè ïî ëíî ñòüþäåòåðìèíèðîâ àííûìè, ò.å. îíè íå ñîäåðæàëè êàêèõ-
ëèáî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû çàïî ëíÿëè ôðàêòàëüíî å
ïî äìíî æåñòâî � àòòðàêòîð ñõàóñäîðôîâ îé ðàçìåðíî ñòüþ2:06. Ïðè ýòî ì,
äâå÷èñëåííûå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå èçäâóõáëèçêèõíà÷àëüíûõ òî ÷åê
î ÷åíü áûñòðî ðàñõî äèëèñü,äåìîíñò ðèðóÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íîå ïîâ åäå-
íèå. Ïî ñêî ëüêó íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ìåòåî ñèñòåì âñåãäà ïî ëó÷àþòñÿñ
êîíå ÷íîé òî ÷íî ñòüþ,Ëîðåíöó ñòàëî ÿñíî ÷òî ïðîãíîç ïîã î äû áóäåòâñå-
ãäàîãðàíè÷åí òåì äèàïàçîíî ì âðåìåíè, íà êî òîðî ì ðàñõî æäåíèåáëèçêèõ
òðàåêòîðèé åùå íå ïðåâûøàåò íåêî òîðîé çàäàííîé âåëè÷èíû. Òàêîé âðå-
ìåííîé ì àñøòàá� åãî íàçûâàþò ãîðèçîíòî ì ïðîãíî çà, ïî-âèäèìî ìó , íå
ïðåâûøàåò íåäåëè(4) . Ñóùåñòâåííî, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ïðåäñêàçóåìî ñòü
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåëèíåéíî ñòè óðàâíåíèé. Â áî ëåå îáùåì ñëó÷àå
îêàçàëî ñü,÷òî äèíàìè÷å ñêèéñöåíàðèé,êî òîðî ìó ñëåäóþòòðàåêòîðèè õà-
î òè÷åñêèõñèñòåì îïðå äåëÿåòñÿòèïî ì íåëèíåéíî ñòè,è ïî ÷òèíå çàâèñèò
î ò âèäàñàìîã î óðàâíåíèÿ! Î äíàêî, îáñóæäåíèåýòèõâîïðî ñîâ âûõî äèò
çà ðàìêè äàííîé ëåêöèè.Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàççàìåòèì, ÷òî ñòðàííûå
àòòðàêòîðû õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷å ñêèõ ñèñòåì ïî ñâî åé ñóòè ÿâëÿþò-
ñÿ ñèíîíèì àìè ïðåäåëüíûõ îáðàçîâ (àòòðàêòîðîâ èëè ôðàêòàëîâ) ÑÈÔ.
Ôðàêòàëû â ãåîìåòðèè� ðåçóëüòàò ðàáîòû ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñæèìàþ-
ùèõ î òîáðàæåíèé (ÑÈÔ); âäèíàìèê å,ñæàòèåîïðå äåëÿåòñÿíåëèíåéíûìè
äèññèïàòèâíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ïðèìå ÷àíèÿ

1. Â ôèçèêå ïî ä äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìîé ïîíèì àþò îáû÷íî ñèñòåìó
(àâòîíî ìíûõ) îáûêíîâ åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé x0 =
f (x); x 2 Rn , ãäåx0 � dx=dt, è f : U ! Rn îïðå äåëåíî äëÿíåêî òî-
ðîãî î òêðûòîãî ïî äìíî æåñòâàU 2 Rn . Ïðî ñòðàíñòâî Rn íàçûâàþò
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâ î ì , à f (x) � âåêòîðíûì ïî ëåì , òàê êàê ðå-

14Èç í àçâàíèÿ ñòàòüè Ý.Ëîð åí öà ¾Ïðåäñêàçóåì îñòü: ì î æåò ëè âçì àõ êðûëûø åê áà-
áî ÷êè â Áðàçèëèè ï ðèâåñòèê îá ðàçîâàíèþ òîðí àäî â Òåõàñå?¿
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øåíèå óðàâíåíèÿ åñòüêðèâàÿ ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðî ì x0. Â áî ëåå
îáùåì ñëó÷àåïî ä äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìîé â ôàçîâ î ì ïðî ñòðàí-
ñòâå M ïîíèì àþò î äíîïàðàìå òðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé
gt : M ! M , ãäå ïàðàìåòðî ì îáû÷íî ñëóæèòâðåìÿ: íåïðåðûâíî å
(t 2 R) èëè äèñêðåòíîå (t 2 Z ). Òî ÷êà x0 2 M ïî ä äåéñòâèåì
gt ïåðåõî äèò â òî ÷êó x t = gt (x0), ïðè ýòî ì ãðóïïîâ î å ñâîéñòâî
îçíà ÷àåò, ÷òî gt gs = gt + s. Ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüòî ÷åêf x t g îáðàçó-
åò îðáèò ó ãðóïïû. ÅñëèM � äèôôåðåíöèðóåìî å ìíîã îîáðàçèå, è
gt � âçàèìíî î äíîçíà ÷íî å äèôôåðåíöèðóåìî å î òîáðàæåíèå, òàêî å,
÷òî îáðàòíî å ê íåìó g� t îá ëàäàåòàíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè (òà-
êî å î òîáðàæåíèå íàçûâàþò äèôôåî ìîðôèç ìî ì ), òî ïàðó (M ; f gt g)
íàçûâàþò ôàçîâûì ïîòîê î ì èëè æå êàñêàäîì � äëÿ ñëó÷àÿ,êîãäà
âðåìÿ äèñêðåòíî. Ëåãêî ïîê àçàòü, ÷òî ¾ôèçè÷åñêî å¿ îïðå äåëåíèå
ñâî äèòñÿ ê àáñòðàêòíî ìó . Ðàññìîòðèì äèíàìè÷å ñêóþ ñèñòåìó çà-
äàííóþ óðàâíåíèåì x0 = ax; x 2 R. Åãî ðåøåíèå ìî æíî çàïèñàòü
â âèäåx t = gt x0 = eat x0, òàê ÷òî ïî òîê èíäóöèðóåòñÿ äåéñòâèåì
íåïðåðûâíîé ãðóïïû gt = eat î äíîïàðàìåò ðè÷åñêèõïðåîáðàçîâà-
íèé â R.

2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòèìåð ó íà òðàåêòîðèÿõ äèíàìè÷å ñêîé ñèñòå-
ìû, çàäàííîé ïàðîé X ; f , ãäå X � òîïî ëîãè÷åñêî å ïðî ñòðàíñòâî,
âûäåëÿþò íåêî òîðûå èíòåðåñíûå ïî äìíî æåñòâà B � X , êî òîðûå
îáðàçîâàíû îáû÷íî íåïî äâèæíûìè òî ÷êàìè èëè ïåðèî äè÷åñêèìè
îðáèòàìè. Òàêèå¾ýëåìåíò àðíûå¿ ïî äìíî æåñòâà (èõ íàçûâàþò áî-
ðåëåâûìè ) îáðàçóþò¾ñòðîèòåëüíûå áëîêè¿ äëÿââåäåíèÿ ìåðû: îíà
îïðå äåëÿåòñÿ íà íèõ, à çàòåì îáîáùàåò ñÿ íà áî ëååñëîæíûå ïî ä-
ìíî æåñòâà, êî òîðûå ìî æíî ïî ñòðîèòü èç îá úåäèíåíèÿ áîðåëåâûõ
¾êèðïè÷åé¿.Íà ïðèìåð, äëÿ èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé ìåðà � ýòî ïðî-
ñòî äëèíà èíòåðâàëà.Íà ïëî ñêî ñòè,ïðîèçâ åäåíèå èíòåðâàëîâ äàåò
ïðÿìî óãî ëüíèêè, ìåðà íà êî òîðûõ � ïëîùàäü. Îá úåäèíåíèå è ïåðå-
ñå÷åíèå ïðÿìî óãî ëüíèêîâ ïîðî æäàåòïðîèçâ î ëüíûå ìíîã î óãî ëüíè-
êè.Èõ ìåðà âû÷èñëÿåòñÿïî ïëîùàäÿì ¾áîðåëåâûõ¿ïðÿìî óãî ëüíè-
êîâ, ñ ó÷åòî ì óñëîâèÿ àääèòèâíîñòè.Ãîâ îðÿò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
f : X ! X ñî õðàíÿåò ìåð ó � , åñëè � (f � 1(B )) = � (B ). Òàêàÿ çà-
ïèñü ïîçâ î ëÿåòðàññìàòðèâàòüíå òî ëüêî âçàèìíî î äíîçíà ÷íûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Íàèáî ëååèíòåðåñíûì óòâåðæäåíèåì î ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ ìåð ó íà êî ìïàê òàõ,ÿâëÿåòñÿòåîðåìà Ïóàíê àðå
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î âî çâðàùåíèè. Ïóñòü B 2 X , � � èçìåðèìî, X � êî ìïàê ò è îáðà-
òèìî å ïðåîáðàçîâàíèå f ñîõðàíÿåòìåð ó íà X : � f f (B )g = � f B g.
Òîãäà ñóùåñòâóåòíåêî òîðî å n (âîçìî æíî, çàâèñÿùååî ò x0), òàêî å,
÷òî ïî ÷òèâñå òî ÷êè x0 2 B âîçâðàùàþòñÿ â B , ò.å. f � n (x0) 2 B .
Èíûìè ñëîâàìè, îðáèòà ëþáîé òî ÷êè p 2 B : f p; f (p); f � 2(p) : : :g
ñîäåðæèòíåêî òîðûå îáðàçû f � k (p), êî òîðûå âíîâü ïîïàäàþ ò â B .
Ïðå äïî ëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî è ÷àñòüòî ÷åê, îáðàçóþùèõ ïî ä-
ìíî æåñòâî A � B , íèêîãäà íå âî çâðàùàþòñÿ. Òîãäà ìíî æåñòâà
f A; f (A); f � 2(A); : : :g íèêîãäà íå ïåðåñåêàþòñÿ! Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòüòî ÷êà P 2 f (A) \ f � 3(A). Î÷åâèäíî, ÷òî f � 1(P) 2 A, íî îíà
æå ïðèíàäëåæèòè f � 2(A), òàêêàêP 2 f � 3(A). Íî ýòî íåâîçìî æíî,
ïî ñêî ëüêó A íå ñîäåðæèòâîçâðàùàþùèõ ñÿ òî ÷åê.Ñëåäîâàòåëüíî,
îðáèòà f cir cn (A) ðàçáèâàåòX íà áåñêîíå ÷íóþ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü
íåïåðå ñåêàþùèõ ñÿ ôðàãìåíò îâ, êî òîðûå ìîãóò èìåòü òî ëüêî íó ëå-
âóþ ìåð ó: X -êî ìïàê ò è åãî ìåðà êîíå ÷íà.

3. Äèíàìè÷å ñêàÿñèñòåìà(X ; g) íàçûâàåòñÿõàîòè÷åñêîé , åñëèâûïî ë-
íÿåòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� ïóñòü x 2 X è U � î òêðûòî å ïî äìíî æåñòâî, ñîäåðæàùååX .
Åñëèäëÿ íåêî òîðîã î � > 0 ñóùåñòâóåòòàêî å n è òàêàÿ òî ÷êà
y 2 U, ÷òî d(gn (x); gn (y)) > � , òî g îá ëàäàåòñóùåñòâåííîé
çàâèñèìîñòüþ î ò íà÷àëüíûõ óñëîâèé;

� g � òðàíçèòèâíî , ò. å. äëÿ ëþáîé ïàðû î òêðûòûõ ìíî æåñòâ
U; V ñóùåñòâóåòòàêî å n, ÷òî gn (U) \ gn (V ) 6= ? ;

� ïåðèî äè÷åñêèåòî ÷êèg ïëî òíû â X , ò.å.â ëþáîé îêðåñòíî ñòè
ëþáîé òî ÷êèâ X ñóùåñòâóåòïî êðàéíåé ìåðå î äíà ïåðèî äè-
÷åñêàÿ òî ÷êà (è, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå ÷íî ìíîã î ïåðèî äè÷å-
ñêèõòî ÷åê).

4. Ëþáîïûòíî, ÷òî çà175 ëåòäî Ëîðåíöà, ó÷åíèê Ýéëåðà,àêàäåìèê
Ñ.ß. Ðóìîâ ñêèé ïèñàë â ñòàòüå¾Ðàññóæäåíèÿ î ïðåäñêàçàíèè ïî-
ãî ä¿: ¾×òî æå äóì àòü î ïðåäñêàçàíèÿõ ïîã î äû íà öåëûé ãî ä? Îíè
íå ÷òî èíî å ñóòü,êàêòùåòíî å è ïóñòî å óìñòâîâàíèå, êî òîðûì ëåã-
êî ìûñëåííûì ëþäÿì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõâðåä íàíå ñòèìî æåò¿.Ñòà-
òüÿáûëà îïó áëèêîâàíà â • 1 Äîêëàäîâ Àêàäåìèè íàóêçà1786ãî ä.
Îíè íàçûâàëèñüòîãäà ¾Íîâûå åæåìå ñÿ÷íûå ñî÷èíåíèÿ ê ïî ëüçåè
óâåñåëåíèþ ñëóæàùèå¿.
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Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Ñâÿçüôðàêòàëîâ è õàîòè÷åñêèõñèñòåì
âåëèêî ëåïíî îïèñ àíà âêíèãåÊðîíîâ åðà[23]. Íà ñàéòàõ[24] ìî æíî íàéòè
õîðîøèå ïðèìåðû äèñêðåòíûõïðåîáðàçîâàíèé íà ïëî ñêî ñòè.Äî ñòóïíî å
èçëîæåíèå î ñíîâ òåîðèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷å ñêèõñèñòåì ñîäåðæèòñÿ
â ìîíîãðàôèÿõ [25,26] è æóðíàëüíûõ îáçîðàõ [27,28]. Ñòðîãî ìó îáñóæ-
äåíèå êîíöåïöèè àòòðàêòîðà ïî ñâÿùåíà ñòàòüÿÌèëíîðà [29]. Õîðîøèå
ââî äíûå êóðñû ïî òîïî ëîãè÷åñêîé äèíàìèêè ìî æíî íàéòè íà ñàéòàõ
[30,31], à ñîâðåìåííî å èçëîæåíèå ýðãî äè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷å ñêèõ
ñèñòåì íà Web-ñòðàíè÷êå [31].

Íåéðîííûå ñåòè,ÑÈÔ è ãèïåðíåéðîí

� ×òî ýòî? Íèê àêèãðóøêà!
� Ïî äáåðèòåôàëäû! . . .
� Ñìî òðèòåèçäàëè! . . .

Êî çüìà Ïð óòêîâ

Êàê èçâåñòíî, î ñíîâíîé ýëåìåíò ìî äåëèíåéðîííîé ñåòè� ôîð ì àëüíûé
íåéðîí � âû÷èñëÿåòñêàëÿðíî å ïðîèçâ åäåíèå âõî äíîã î âåêòîðà

x = (x0; x1; : : : ; xn )T

è âåêòîðà ñèíàïòè÷åñêèõâåñîâ

w = (! 0; ! 1; : : : ; ! n )T ;

êî òîðî åïðåîáðàçóåòñÿçàòåì ôóíêöèåé àêòèâàöèèg, âû÷èñëÿþùåé âûõî ä
íåéðîíà y:

y(x; w) = g(x � w)

Â êà÷åñòâå g îáû÷íî èñïî ëüçóåòñÿ ëèáî ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà(ñòóïåí÷à-
òàÿ),ëèáî ñèãìîèäà.

Ïóñòü ãèïåðáîëè÷åñêàÿÑÈÔ çàäàíàñèñòåìîé f (X ; d); f 1; f 2; : : : ; f qg.
Ïóñòü AF � àòòðàêòîð ÑÈÔ. Ñóùåñòâóåòäâàñïî ñîáà ïðèáëèæåííîã î ïî-
ñòðî åíèÿ ýòîãî ôðàêòàëà.Ïåðâûé èç íèõ íà÷èíàåòñÿñ âûáîðà î äíîé èëè
íå ñêî ëüêèõíà÷àëüíûõ òî ÷åêx0 è âû÷èñëåíèÿèõ äèñêðåòíûõîðáèò äëè-
íîé N . Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, � = (� 1; : : : ; � N ); � n 2 f 1; : : : ; qg. Òîãäà
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ïðè äî ñòàòî ÷íî áî ëüøî ì N ìíî æåñòâî:

A(x0; N ) =
[

�

f � N : : : f � 1 (x0)

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì AF . Ýòî ò ñïî ñîá ìî æíî îïòèìèçèðî-
âàòü,åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå x0 íåïî äâèæíóþ òî ÷êó î äíîã î èç f k òàê,
÷òî x0 2 AF . Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèåN îðáèò íà î äèí øàã âïåðåä íå
ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ î äíîé îðáèòû íà N øàãîâ. Äðóãîé ñïî ñîá çà-
êëþ÷àåòñÿâ îïðå äåëåíèèòðàåêòîðèè íà÷àëüíîã î êî ìïàê òíîã î ìíî æåñòâà
A0 2 H (X ; d):

An +1 = F (An ) �
N[

i

f i (An ); n = 0; : : : ; 1 :

Ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüAn ñõî äèòñÿ ê AF â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, òàê ÷òî
ïðè äî ñòàòî ÷íî áî ëüøèõ N , F � N (A0) � AF . Ðèñ.10 èëëþñòðèðóåòýòî ò
ïî äõî ä. Êî ëëàæñîñòîèò èç òðåõ íà÷àëüíûõ ìíî æåñòâ,êî òîðûå ýâî ëþöè-
îíèð óþò ïî ä äåéñòâèåìF è ïðèâî äÿòê àïïðîê ñèì àöèèôðàêòàëà, ïîê à-
çàííîé íà ðèñ.11.

ÐÈÑ. 10. Ï åðâûå òðè èòåðàöèè êî ëëàæà

Ïðå äïî ëîæèì, ÷òî ìû ñîáèðàåìñÿ ïî ñòðîèòü íà ýêðàíå êî ìïüþ òåðà
àòòðàêòîð ÑÈÔ. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ýêðàí ñîñòîèò èç êâàäðàòíûõ ïèêñå-
ëîâ è ãîðèçîíò àëüíî å è âåðòèêàëüíî å ðàçðåøåíèÿðàâíû.

Ïóñòü X � Su � R2; Su � åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ ðàçáèåíèåì, ñîî ò-
âåòñòâóþùèì âûáðàííî ìó ðàçðåøåíèþ. ×òîáû óïðî ñòèòüîáîçíà ÷åíèÿ,
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ÐÈÑ. 11.Àïï ðî êñèì àöèÿ ôðàêòàëà, ï î ðî æäåíí î ãî ýâî ëþö èåé êî ëëàæà

ìû áóäåì èñïî ëüçîâàòüçíà÷îê s âìå ñòî êîîð äèíàò ïèêñåëàx ij . Ñíàáäèì
êàæäîå An èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé (íåéðîíî ì) y : Su ! f 0; 1g òàêîé,
÷òî äëÿ êàæäîãî ïèêñåëàs 2 Su :

ys(n) =
n 1; s 2 An

0; s 62An

Îïðå äåëèì ¾âåñà¿

! ss0 =
n 1 ; åñëè f i (s0) = s äëÿ íåêî òîðîã î i

0 ; â ïðî òèâíî ì ñëó÷àå

è çàäàäèì äèíàìèê ó ys(n) êàê

ys(n + 1) = g
� X

s02 S

! ss0ys0(n)
�

;

ãäåg � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïî âèäóè ñìûñëó ïî ëó÷åííî å âûðàæåíèå îïðå äåëÿåò
áèíàðíóþ íåéðîííóþ ñåòüñjSu j íåéðîíàìè ys è ñèíàïòè÷åñêèìè âåñàìè
! ss0, êî òîðàÿ ðåàëèçóåò ÑÈÔ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé íåéðîí òàêîé ñåòè
èìååò òî ëüêî áèíàðíûå âåñà è ì àêñèì àëüíî å êî ëè÷åñòâî íåéðîíîâ, ñ
êî òîðûìè îí ñâÿçàí, ðàâíî q. Íå ñìî òðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëî âåñîâ ìî æåò
áûòü î ÷åíü áî ëüøèì, ïî äàâëÿþùåå áî ëüøèíñòâî èç íèõ áóäóò íó ëÿìè.
Òàê÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñåòüáóäåòïðî ñòðàíñòâåííî ðàçðåæåííîé.

Äåòåðìèíèðîâ àííàÿ ÑÈÔ è ýêâèâàëåíòíàÿ åé íåéðîííàÿ ñåòü ïîç-
âî ëÿþò ïî ëó÷àòü ëèøü ÷åðíî-á åëûå èçîáðàæåíèÿ àòòðàêòîðîâ. Äëÿ ãå-
íåðàöèè ïî ëóòîíîâ ñëåäóåò èñïî ëüçîâàòü ÑÑÈÔ. Ïî ñêî ëüêó ïðèíöèïû
ïî ñòðî åíèÿ ñîî òâåòñòâóþùåé íåéðî ñåòèî ñòàþòñÿ ïðåæíèìè, ìû îïóñ-
êàåì çäåñüýòî ò âàðèàíò.

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ýòèõðåçóëüòàòîâ ïðèâî äèò ê ðàññìî òðåíèþ
ñëó÷àéíîé èòåðàòèâíîé íåéðîííîé ñåòè,êî òîðàÿ â îïðå äåëåííî ì ñìûñëå
ýêâèâàëåíòíà äèñêðåòíîé äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìå.Ïðå äñòàâèì ñåáå ôîð-
ì àëüíûé íåéðîí, êî òîðûé óñòðî åí ñëåäóþùèì îáðàçî ì. Íà êàæäûéåãî
âõî ä ïî äàåòñÿ âåêòîð ui 2 Rm . Âåñàìè ñëóæàò ìíî æåñòâî W âåêòî-
ðîâ wj 2 Rk , ôóíêöèåé àêòèâàöèè T� ;W ÿâëÿåòñÿ ÑÑÈÔ, à âûõî äî ì
âåêòîð y 2 Rm , òàê ÷òî y = T� ;W(u1; u2; : : : ; uk ), ãäå ìíî æåñòâî � íó-
ìåð óåò âûáîð î òîáðàæåíèé, âõî äÿùèõ â T ñ ñîî òâåòñòâóþùèìè âåðî-
ÿòíî ñòÿìè, òàê æå êàê è â ðàçäåëå¾Ôðàêòàëû è ñèñòåìû èòåðàòèâíûõ
ôóíêöèé¿ (ñì. ñ.139�144). Òàêî å óñòðîéñòâî íàçûâàþò âåðîÿòíî ñòíûì
ãèïåðíåéðîíî ì . Ñëó÷àéíàÿèòåðàòèâíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (ÑÈÍÑ) ñîñòî-
èò èç òðåõ ãèïåðíåéðîíîâ è èìååò àðõèòåêòóðó îáû÷íîé ðåêóððåíòíîé
íåéðîííîé ñåòè,êî òîðàÿ ðåàëèçóåò àòòðàêòîð ÑÑÈÔ. Äèíàìèê ó ÑÈÍÑ
ìî æíî îïèñ àòü ïàðîé (X ; A f ), ãäå X � ïðî ñòðàíñòâî ñîñòî ÿíèé ÑÈÍÑ
è A f ååãëîáàëüíûé àòòðàêòîð 15. Ïóñòü (Y; Ag) � äèñêðåòíàÿäèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ñ àòòðàêòîðî ì Ag. Â íà÷àëå 2000 ãî äà Ôåðíàíäî Íèíüî
(The University of Memphis) ïîê àçàë â ñâî åé äèññåðòàöèè, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé çàäàííîé ïàðû (Y; Ag) ñóùåñòâóåò (X ; A f ) òàêàÿ, ÷òî õàóñäîðôî-
âî ðàññòî ÿíèå h(A f ; Ag) ìåæäó àòòðàêòîðàìè äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìû è
ÑÈÍÑ ìî æíî ñäåëàòü ñêî ëü óãî äíî ì àëûì. Èíûìè ñëîâàìè, ÑÈÍÑ ÿâ-
ëÿåòñÿ àïïðîê ñèì àòîðî ì äèñêðåòíîé äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìû ñ çàäàííûì
àòòðàêòîðî ì! Íåîá õî äèìûé äëÿàïïðîê ñèì àöèèíàáîð ÑÑÈÔ ìî æíî íàé-

15Òàêî é àòòðàêòîð âñåãäà ñóù åñòâóåò â ñèëó óï î ìÿíóòî é â ðàçäåëå ¾Ôðàêòàëû è
ñèñòåìû èòåðàòèâíûõ ôóíêö èé¿ òåîðåìû Ýëòîí à.
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òèãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìî ì. Ê ñîæàëåíèþ, ïî äðîáíî å îáñóæäåíèåýòîé
èíòåðåñíîé ïðîá ëåìû âûõî äèòçàðàìêè ëåêöèè.
Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå.Àâòîð ó èçâåñòíû âñåãî òðè ðàáîòû [37�
39], ñïåöèàëüíî ïî ñâÿùåííûå ñâÿçèÑÈÔ è íåéðîííûõ ñåòåé.Îïèñ àíèå
ãèïåðíåéðîíà ìî æíî íàéòè â äèññåðòàöèèÔ. Íèíüî [40].

Ãëîññàðèé

¾Çàïÿòèðóþùåå òèðå¿� î òðàæàåò
êóìó ëÿòèâíî å äèôôóíäèðîâ àíèå
ñìûñëîê à÷åñòâà â íîâèçíó
ïî äòåêñòîâûõ ïðîâ î äîê â ñèòóàöèè
ðåçêîãî ñïàäà êî ëè÷åñòâà
îïðå äåëÿþùèõ óêàçàòåëåé.

Ïàâåë Òàðàíîâ
¾Ì àíåâðû î áù åíèÿ¿

Ýòî ò ðàçäåëñîäåðæèòïðåäâàðèòåëüíûåñâåäåíèÿ, ò.å. îïðå äåëåíèÿ è ïî-
íÿòèÿ, ÷óòüáî ëååñîäåðæàòåëüíûå, ÷åì ïðî ñòî îïðå äåëåíèÿ. Îíè ñîáðà-
íû èç ðàçíûõ îá ëàñòåéì àòåìàòèêè ñ öåëüþ ñäåëàòü ÷òåíèå Ëåêöèé ïî
âîçìî æíî ñòèíå çàâèñèìûì î òñîïóò ñòâóþùåé ëèòåðàòóðû. Ìû áóäåì èñ-
ïî ëüçîâàòüíèæå ñëåäóþùóþ ñèìâ î ëèêó:

� Çàïèñü x 2 X îçíà ÷àåò, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèòìíî æåñòâó X.

� Çàïèñü 8 x ÷èòàåòñÿ: äëÿ ëþáûõ x (äëÿ âñåõ x), çàïèñü 9 y � ñóùå-
ñòâóåò y, à çàïèñü 8x 9 y j îçíà ÷àåò:äëÿ ëþáîã î x ñóùåñòâóåò y,
òàêîé ÷òî. . .

� Çàïèñü X = f xjAg îáîçíà ÷àåòìíî æåñòâî òàêèõýëåìåíò îâ x, äëÿ
êî òîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèåA.

� Çàïèñü A � B (A � B ) îçíà ÷àåò, ÷òî A ñîäåðæèòñÿâB (ñîäåðæèòñÿ
â B èëè ñîâïàäàåòñ íèì, ñîî òâåòñòâåííî).

� Íàê îíåö, A ) B ÷èòàåòñÿ: A âëå÷åòB .
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Ìíî æåñòâî âîçíèê àåòáëàãî äàðÿ îá úåäèíåíèþ î òäåëüíûõ âåùåé â
î äíî öåëîå.Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòüïàðàäîêñîâ, ïî ëàãàþò, ÷òî ýëåìåí-
òû a;b;c; : : : î ñîáûì íå ïî äëåæàùèì îïðå äåëåíèþ î áðàçî ì ïîðî æäàþò
ìíî æåñòâî X. Èíûìè ñëîâàìè X çàäàíî, åñëèèçâåñòíî, âõî äèòòóäàýëå-
ìåíò èëè íåò(1) . Ïðèðî äàñàìèõ ýëåìåíò îâ áåçðàçëè÷íà:èìè ìîãóò áûòü,
íà ïðèìåð, Ëóíà è ïðîøëîã î äíèé ñíåã.

Îá úåäèíåíèå ì ìíî æåñòâA è B íàçûâàþò ìíî æåñòâî C = A [ B ,
ñîñòî ÿùåå èç ýëåìåíò îâ c 2 C, êàæäûéèç êî òîðûõ ïðèíàäëåæèòA èëè
(è) B .

Ïåðå ñå÷åíèåì A è B íàçûâàþò ìíî æåñòâî C = A \ B , êàæäûéýëå-
ìåíò êî òîðîã î c âõî äèòè â A, è â B . Ýòèîïðå äåëåíèÿëåãêî îáîáùàþ òñÿ.
Äëÿ ïðîèçâ î ëüíîã î ìíî æåñòâà èíäåêñîâ I = f ig êàæäîìó i ïî ñòàâèì â
ñîî òâåòñòâèåìíî æåñòâî A i . Òîãäà îá úåäèíåíèå

C = [ A i = f c 2 Cj9i 2 I ) c 2 A i g:

Àíà ëîãè÷íî îïðå äåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå:

C = \ A i = f c 2 Cj8i 2 I ) c 2 A i g:

Ïóñò î å ìíî æåñòâî îáîçíà ÷àåòñÿ ? .
Ñåìåéñòâî ìíî æåñòâA � f A i g íàçûâàþò ïîêðûòèå ì ìíî æåñòâà B ,

åñëè B � [f A i jA i 2 Ag, ò.å. êàæäàÿòî ÷êà B ïðèíàäëåæèòíåêî òîðî ìó
ýëåìåíò ó A. ×àñòíûé ñëó÷àéïîêðûòèÿ, êîãäàA i \ A j = ? ; 8i; j íàçûâàþò
ðàçáèåíèåì B .

Äâàìíî æåñòâàA è B ìî æíî ïî ñòàâèòüâî âçàèìíî î äíîçíà ÷íî åñîî ò-
âåòñòâèå,åñëè8a 2 A 9b 2 B è íàîáîðî ò. Òàêîïðå äåëÿåòñÿ îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè A � B ; ãîâ îðÿò åùå, ÷òî A è B èìåþ ò î äèíàêîâóþ
ìîùíî ñòü.ÅñëèA � f 1; 2; : : :g òî A íàçûâàþò ñ÷åòíî-áå ñêîíå ÷íûì .

Äëÿ îïèñ àíèÿ ìîùíî ñòèìíî æåñòâà ñëóæàò êàðäèíàëüíûå ÷èñëà. Åñ-
ëè ìíî æåñòâî êîíå ÷íî, ýòî ïðî ñòî ÷èñëî ýëåìåíò îâ â íåì. Â ñëó÷àåáåñ-
êîíå ÷íîã î ìíî æåñòâà A, êàðäèíàëüíî å ÷èñëî îïðå äåëÿþò ïðèñâî åíèåì
èìåí êàðäèíàëüíûì ÷èñëàì êîíêðåòíûõ ìíî æåñòâ,ñ êî òîðûìè ìî æíî
ñðàâíèòüA. Êàðäèíàëüíî å ÷èñëî ñ÷åòíî-áåñêîíå ÷íîã î ìíî æåñòâà îáî-
çíà÷àþò ñèìâ î ëî ì àëåô-íó ëü� @0. Ïðèìåðî ì íå ñ÷åòíîãî ìíî æåñòâà ÿâ-
ëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëàèíòåðâàëà [0; 1]. Åãî êàðäèíàëüíî å ÷èñëî
jcj íàçûâàþò ìîùíîñòüþ êîíòèíóó ìà . ßñíî, ÷òî ìîùíî ñòüâñåé âåùå-
ñòâåííîé î ñèòî æåjcj; âýòî ì ëåãêî óáåäèòüñÿñïî ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ:
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x ! 1=2(1 + th x). Êàíòîð ïîê àçàë, ÷òî òî ÷êè êâàäðàòà è òî ÷êè î òðåçêà
ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ìîùíî ñòüR 2 ðàâíà jcj.

Ñîî òâåòñòâèåìåæäó ðàçëè÷íûìè ìíî æåñòâàìè óäîáíî îïèñûâ àòü
ôóíêöèÿìè èëè î òîáðàæåíèÿìè: f (� ) èëè f : A ! Y . ÅñëèA 2 X, òî è
f [A] = f f (x)jx 2 Ag. Àíà ëîãè÷íî, åñëèB 2 Y , òî f � 1[B ] = f xjf (x) 2
B g � ïî äìíî æåñòâî â X. Ïî äìíî æåñòâî f f (x)g 2 Y � ýòî îáëàñòü çíà-
÷åíèé ôóíêöèè, à f xg 2 X � ååîáëàñòü îïðå äåëåíèÿ . Ôóíêöèîíà ëüíûå
î òíîøåíèÿ ìåæäó ìíî æåñòâàìè èìåþ ò îïðå äåëåííóþ êëàññèôèêàöèþ:

� Åñëèîáðàç âñåãî ìíî æåñòâà A ñîâïàäàåòñ B èëè, ÷òî òî æå ñàìî å,
êàæäûé ýëåìåíò èç B ÿâëÿåòñÿ îáðàçî ì ïî êðàéíåé ìåðå î äíîã î
ýëåìåíò à èçA, òî ãîâ îðÿò, ÷òî f � ñþðúåêöèÿèëè î òîáðàæåíèå íà .

� Ôóíêöèþ f : A ! B íàçûâàþò èíúåêòèâíîé èëè âçàèìíî-î äíî-
çíà÷íîé åñëè äëÿ 8y 2 B ñóùåñòâóåò íå áî ëåå î äíîã î ýëåìåíò à
x 2 A òàêîãî, ÷òî y = f (x). Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòî ì ñëó÷àåf (x) =
f (y) ) x = y.

� Áèåêòèâíîå î òîáðàæåíèå èëè áèåêöèÿ� ýòî ôóíêöèÿ, êî òîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ î äíîâðåìåííî ñþðúåêòèâíîé è èíúåêòèâíîé.

ÅñëèA è B ñîâïàäàþ ò, òî f : A ! A è ýëåìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ x = f (x), íàçûâàåòñÿ íåïî äâèæíîé ò î ÷êîé î òîáðàæåíèÿ f .
Íà ïðèìåð, êàæäîå íåïðåðûâíî å î òîáðàæåíèå f : [a; b] ! [a; b] î òðåçêà â
ñåáÿ èìååò õî òÿ áû î äíó íåïî äâèæíóþ òî ÷êó(2) .

Àáñòðàêòíî å ìíî æåñòâî G íàçûâàþò ãðóïïîé , åñëè:

1. Äëÿ ëþáîé ïàðû åãî ýëåìåíò îâ g1; g2 îïðå äåëåíî ïðîèçâ åäåíèå èëè
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ g1 � g2 2 G, àññîöèàòèâíàÿ, íî íå îá ÿçàòåëüíî
êî ììóò àòèâíàÿ.

2. Ñóùåñòâóåòåäèíèöà ãðóïïû e : g � e = e � g = g; 8g 2 G.

3. Äëÿ ëþáîã î g 2 G ñóùåñòâóåòg� 1 : g � g� 1 = e.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ïëî ñêî ñòè(x; y) ! (x � ; y� ); çà-
äàííóþ â ì àòðè÷íî ì âèäå:x� = Ax+B. ÅñëèA � îð òîãîíà ëüíàÿ ì àòðèöà
(ò.å. det A = 1), òî îáû÷íóþ ãåîìåòðèþ ìî æíî îïðå äåëèòüêàêñîâîêóï-
íî ñòüñâîéñòâ, èíâàðèàíòíûõ î òíî ñèòåëüíî äåéñòâèÿíàøåé ãðóïïû. Êî-
îð äèíàòû â Rn , íà ïðèìåð, îïðå äåëåíû ëèøü ñ òî ÷íî ñòüþäî îð òîãîíà ëü-

160 ÓÄÊ 004.032.26(06) Íåéðîííûå ñåòè



Í. Ã. ÌÀÊÀÐ ÅÍÊ Î

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â àðèôìå òè÷åñêî ì ïðî ñòðàí-
ñòâå X n òî ÷êà x îïðå äåëÿåòñÿ àáñî ëþòíî íàáîðî ì n ÷èñåë (x1; : : : ; xn )
ñ òî ÷íî ñòüþ äî òî æäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ óäîâëåòâîðÿåò áî ëåå ñêðîìíî ìó òðåáîâàíèþ
det A 6= 0. Ì î æíî çàäàòüãðóïïó â îáùåì âèäå:x � = f (x; y); y� = g(x; y),
ãäå f è g � íåëèíåéíûå CN �ô óíêöèè, ò.å. ôóíêöèè, îá ëàäàþùèå íåïðå-
ðûâíûìè ïðîèçâ î äíûìè äî N -ãî ïîðÿäê à. Åñëè òàêèìè æå ñâîéñòâà-
ìè îá ëàäàþò îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (à èõ ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðóåò
ãðóïïà), òî ìû ïî ëó÷èì ãåîìåòðèþ ãëàäêèõìíîãîîáðàçèé . Òàêî å ìíî-
ãîîáðàçèå îïðå äåëÿåòîá úåêò ñ òî ÷íî ñòüþ äî ïðîèçâ î ëüíûõ ãëàäêèõäå-
ôîð ì àöèé.Âûðî æäåííûé ñëó÷àéC0 � ýòî óæå òîïî ëîãèÿ.

Ì åòðè÷åñêîå ïðî ñòðàíñòâî (M; d) � ýòî ìíî æåñòâî M âìå ñòåñâåùå-
ñòâåííîçíà ÷íîé ôóíêöèåé d, îïðå äåëåííîé íà äåêàðòîâ î ì ïðîèçâ åäåíèè
M � M, íàçûâàåìîé ìåòðèêîé íà M è óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì òðå-
áîâàíèÿì:

� d(x; y) > 0; d(x; y) = 0 ) x = y

� d(x; y) = d(y; x)

� d(x; z) 6 d(x; y) + d(y; z)

Äëÿ M � Rn îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà:

d(x; y) =
hX

i

(x i � yi )2
i 1=2

ëåãêî îáîáùàåò ñÿ äî Lp ìåòðèêè Ìèíê îâñêîãî:

dp(x; y) =
hX

i

(x i � yi )p
i 1=p

Ðàñïîëàãàÿìåòðèêîé, íåòðóäíî ââåñòè ïîíÿòèå ñõî äèìîñòè ïî àíà-
ëîãèè ñ òåì, ÷òî áûëî â X n . Ãîâ îðÿò, ÷òî ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü òî ÷åê
f xn g; n = 1; 2; : : :, ìåòðè÷åñêîãî ïðî ñòðàíñòâà (M; d) ñõî äèòñÿ ê x 2 M,
åñëè d(x; xn ) ! 0, ïðè n ! 1 . Ðàçëè÷íûåìåòðèêè ïîðî æäàþò ðàçíûå
ñõî äèìî ñòè.
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Ì åòðèêà d1 ýêâèâàëåíòíà d2 â M, åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïî ñòî ÿííûå
0 < c1 < c2 < 1 òàêèå,÷òî:

c1d1(x; y) 6 d2(x; y) 6 c2d1(x; y); 8(x; y) 2 M � M

Ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüf xn g 2 (M; d) íàçûâàþòïîñëå äîâàò åëüíîñòüþ Êî-
øè , åñëè 8" > 0 9N j n; m > N ) d(xn ; xm ) < " . Çàìåòèì, ÷òî ýòà
ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüíå îá ÿçàòåëüíî ñõî äèòñÿ ê îïðå äåëåííî ìó ïðåäåëó.
Ïóñòü (M; d) � ìåòðè÷åñêî å ïðî ñòðàíñòâî è f xn g � ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè, ñõî äÿùàÿñÿ ê òî ÷êå x 2 M. Ïóñòü òàêæå f : M ! M � íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà:

lim
n !1

f (xn ) = f (x):

Ïðî ñòðàíñòâî (M; d), â êî òîðî ì ëþáàÿ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüÊîøè ñõî äèò-
ñÿ, íàçûâàåòñÿ ïî ëíûì .

Ïóñòü (M; d) � ìåòðè÷åñêî å ïðî ñòðàíñòâî è r > 0 � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Òîãäà îòêðûòûì øàðî ì â òî ÷êå a 2 M íàçûâàåòñÿ ïî äìíî æå-
ñòâî B (a; r ) � M : B (a; r ) = f x 2 M j d(a; r ) < r g. Øàð íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòûì , åñëèd(a; r ) 6 r .

Îòêðûòûì ìíî æåñòâî ì â (M; d) íàçûâàåòñÿ ïî äìíî æåñòâî
A � M, äëÿ ëþáîé òî ÷êè x 2 A êî òîðîã î ñóùåñòâóåò òàêî å
r > 0; B (x; r ) � A. Ïóñò î å ìíî æåñòâî ? è ñàìî ïðî ñòðàíñòâî M �
î òêðûòû.

Çàìêíóòûì ìíî æåñòâî ì â Ì íàçûâàþò äîïî ëíåíèå î òêðûòîãî ìíî-
æåñòâà; ? è M îá úÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Ì åòðè÷åñêî å ïðî ñòðàíñòâî M
íàçûâàþò êî ìïàê òíûì , åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Ëåáåãà�Áîðå-
ëÿ: èç ëþáîã î ïîêðûòèÿ M î òêðûòûìè ìíî æåñòâàìè ìî æíî âûäåëèòü
êîíå ÷íîå ïî äïîêðûòèå.

(M; d) íàçûâàþò âïî ëíå îãðàíè÷åííûì , åñëè 8 " > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå ÷íî å ïîêðûòèå ïðî ñòðàíñòâà M øàðàìè äèàìåòðî ì < " .

Ïîíÿòèÿ êî ìïàê òíî ñòè è îãðàíè÷åííî ñòè çàìåíÿþ ò ïîíÿòèå êîíå ÷-
íîñòè â ÷èñòîé òåîðèè ìíî æåñòâ.Êî ìïàê òíûì (âïî ëíå îãðàíè÷åííûì)
ìíî æåñòâî ì â (M; d) íàçûâàþòòàêî å ïî äìíî æåñòâî A � M, äëÿêî òîðîã î
ïî äïðî ñòðàíñòâî A êî ìïàê òíî (âïî ëíå îãðàíè÷åíî). Íàê îíåö, äëÿ (M; d)
ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿýêâèâàëåíòíû: Ì � êî ìïàê òíî, èëèëþáàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüâ Ì èìååò ïî êðàéíåéìåðå î äíó ïðåäåëüíóþ
òî ÷êó, èëè Ì � ïî ëíî å è âïî ëíå îãðàíè÷åííî å.
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Ïóñòü H (M) � ïðî ñòðàíñòâî, ¾òî ÷êàìè¿ êî òîðîã î ÿâëÿþòñÿ êî ìïàê ò-
íûå ìíî æåñòâà èç (M; d). Ïóñòü A; B 2 H . Îïðå äåëèì ìåòðèêó h â H
êàê

h(A; B ) = maxf max
x 2 A

min
y2 B

d(x; y); max
y2 A

min
x 2 B

d(x; y)g

Båëè÷èíà h(A; B ) íàçûâàåòñÿ ðàññòî ÿíèå ì Õàóñäîðôà è óäîâëåòâîðÿåò
âñåì àêñèîì àì ìåòðèêè. Ì î æíî ïîê àçàòü,÷òî (H (M); h) ÿâëÿåòñÿ ïî ë-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðî ñòðàíñòâî ì. Â òåêñòåËåêöèèäàíî ýêâèâàëåíòíî å
îïðå äåëåíèåýòîé ìåòðèêè.

Ïóñòü (Ì ; d) � ìåòðè÷åñêî å ïðî ñòðàíñòâî è s > 0. Îò îáðàæåíèå f :
M ! Ì íàçûâàþò ïî äîáèåì ñ ì àñøòàáíûì êî ýôôèöèåíòî ì s, åñëè
d(f (x); f (y)) = sd(x; y); 8x; y 2 M è ñæèìàþùèì î òîáðàæåíèåì ñ êî-
ýôôèöèåíòî ì ñæàòèÿ s, åñëè ñóùåñòâóåò òàêî å ÷èñëî 0 6 s < 1, ÷òî
d(f (x); f (y)) < sd(x; y); 8x; y 2 M. Èíûìè ñëîâàìè, f � ñæàòèå,åñëè
ðàññòî ÿíèå ìåæäó îáðàçàìè äâóõ ïðîèçâ î ëüíûõ òî ÷åê â s ðàç ìåíüøå
èñõî äíîã î. Îïðå äåëèì äëÿ f ìíî æåñòâî èòåðàöèéâïåðåä f � n : M !
M; n = 1; 2; : : : ñîî òíîøåíèÿìè:

f � 0(x) = x; f � 1(x) = f (x); f � n +1 (x) = f � f � n (x) = f (f � n (x)) :

Åñëèf � îáðàòèì à, àíàëîãè÷íî îïðå äåëÿþòñÿ èòåðàöèèíàçàä:

f �� n (x) = (f � n ) � 1(x):

Ïóñòü f : M ! M � ñæàòèåâ ïî ëíî ì ìåòðè÷åñêî ì ïðî ñòðàíñòâå (M; d).
Òîãäà ñïðàâåäëèâà Òåîðåìà î ñæèìàþùå ì îò îáðàæåíèè :
f èìååò åäèíñòâåííóþ (3) íåïî äâèæíóþ òî ÷êó f (x) = x f 2 M è 8y 2 M
ïî ñëåäîâàòåëüíîñòüf � n (y) ñõî äèòñÿ ê

x f : lim
n !1

f � n (y) = x f :

Ìíî æåñòâî B � M íàçûâàþò ïëîòíûì â M, åñëè ëþáî å x 2 M
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî ñëåäîâàòåëüíîñòèýëåìåíò îâ èç B .

Ïóñòü X � ìíî æåñòâî òî ÷åêx: Ñèñòåìó B ïî äìíî æåñòâX íàçûâàþò
� -àëãåáðîé, åñëè

1. ? ; X 2 B

2. A 2 B ) X � A 2 B
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3. An 2 B ; n = 1; 2; : : : )
S

An 2 B ;
T

An 2 B

Íàèìåíüøàÿ èç � -àëãåáð â ìåòðè÷åñêî ì ïðî ñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ
áîðåëåâîé � -àëãåáðîé.

Ïàðà (X ; B ) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðî ñòðàíñòâî ì. Ïóñòü (X ; B ) �
èçìåðèìî å ïðî ñòðàíñòâî. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ � = � (A); A 2 B ;
ïðèíèì àþùàÿ çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0; 1 ]; íàçûâàåòñÿ ìåðîé , åñëè

� � (? ) = 0

� � (A) > 0; 8A 2 B

� åñëèf An g1
n =1 � íåïåðå ñåêàþùèå ñÿ ìíî æåñòâà èç B ; òî

� (
S 1

n =1 An ) =
P 1

n =1 � (An )

Òðîéêà (X ; B ; � ) íàçûâàåòñÿ ïðîñò ðàíñòâî ì ñ ìåðîé . Íà ïðèìåð, ëå-
áåãîâà ìåðà íà âåùåñòâåííîé î ñè� ýòî ïðî ñòî äëèíà èíòåðâàëà âèäà
(a;b); [a; b); (a;b]; [a; b]: Ì åðàËåáåãàíå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé: ñóùå-
ñòâóþò ìíî æåñòâà, íå ÿâëÿþùèå ñÿ � -èçìåðèìûìè. Òåì íå ìåíåå, � -ìåðà
ÿâëÿåòñÿ ýòàëîíî ì íå òî ëüêî âî ìíîãèõ ðàçäåëàõì àòåìàòèêè, íî è â
ýðãî äè÷åñêîé òåîðèè ãëàäêèõäèíàìè÷å ñêèõñèñòåì.

Ìíî æåñòâî S èìåå ò ìåð ó íóëü, åñëèîíî ìî æåòáûòüïîêðûò î ñèñòå-
ìîé èíòåðâàëîâ, ñóìì àäëèí êî òîðûõ ïðîèçâ î ëüíî ì àëà.Èíûìè ñëîâàìè,
òàêî å S ìî æíî âëîæèòüâ áîðåëåâî ìíî æåñòâî B ìåðîé ìåíüøåé ÷åì
"; 8" > 0. ÅñëèS ìî æíî ïî ëó÷èòüèç áîðåëåâà ìíî æåñòâà B äîáàâëåíè-
åì èëè âûáðàñûâàíèåì ìíî æåñòâà òî ÷åêíó ëåâîé ìåðû, òî � (S ) = � (B ).
Òàêèåìíî æåñòâà íàçûâàþò � -èçìåðèìûìè. Âûðàæåíèå ¾ïî÷òèäëÿ âñåõ
x¿ïîíèì àþòâ ñìûñëå äëÿâñåõx, çàèñêëþ÷åíèåì ìíî æåñòâà ìåðû íóëü.

Åñëè� (X ) = 1; � íàçûâàþò âåðîÿòíî ñòíîé ìåðîé, à (X ; B ; � ) � âå-
ðî ÿòíîñòíûì ïðîñò ðàíñòâî ì .

Ïóñòü (X ; B ; � ) � âåðîÿòíî ñòíî å ïðî ñòðàíñòâî. Ïðåîáðàç îâàíèå T :
X ! X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì , åñëèäëÿ ëþáîã î A 2 B ; T � 1A = f x :
Tx 2 Ag 2 B .

Ãîâ îðÿò, ÷òî èçìåðèìî å ïðåîáðàçîâàíèå T ñîõðàíÿåò ìåð ó �; åñëè
äëÿ êàæäîãî A 2 B ; � (T � 1A) = � (A). Ì åðó � íàçûâàþò â ýòî ì ñëó÷àå
T-èíâàðèàíòíîé .

×åòâåðêà (X ; B ; �; T); ãäå T � ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ìåð ó,
íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷å ñêîé ñèñòåìîé .
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Ïðèìå ÷àíèÿ

1. Ïðè ýòî ì àáñîëþòíî íåÿñåí ñïî ñîá, ïî ñðåäñòâî ì êî òîðîã î ìû ìîã-
ëè áû âûÿñíèòü, âõî äèòýëåìåíò a â A èëè íåò. Íà ïðèìåð, åñëèA
çàäàíî çàïàõî ì, à B � âêóñîì, ìî æåì ëè ìû ðåøèòüýêâèâàëåíòíû
îíè èëè íåò? Ïðèâ åäåì ïðèìåð î äíîã î ïàðàäîêñà Ðàññåëà.Ïóñòü
A ìíî æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðå äïî ëîæèì, ÷òî êàæäîå
èç ýòèõ ÷èñåë ìî æíî îïðå äåëèòüôðàçîé, ñîäåðæàùåéìåíåå 20
ðóññêèõñëîâ. Ñîäåðæèòëè A âåñü íàòóðàëüíûé ðÿä?Ñ÷èòàÿ, ÷òî
ðóññêèéÿçûê ñîäåðæèòíå áî ëåå÷åì n ñëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå
áî ëåå÷åì n20 íó æíûõ íàì ôðàç, ìî æíî ïî ëàãàòü,÷òî A êîíå ÷íî.
Íî òîãäàîïðå äåëèì íàèìåíüøåå íàò óðàëüíîå ÷èñëî, íå âõî äÿùååâ
ìíî æåñòâî A. Ýòî ÷èñëî ïî îïðå äåëåíèþ íå âõî äèòâA, íî äî ëæíî
âõî äèòüâ íåãî, ïî ñêî ëüêó îïðå äåëÿåòñÿ ôðàçîé, íå ïðåâûøàþùåé
20 ñëîâ. Î÷åâèäíî, A ñîäåðæèòâåñüíàòóðàëüíûé ðÿä, à ïàðàäîêñ
âîçíèê àåòïî òî ìó , ÷òî ìû äîïî ëíèëè ðóññêèéÿçûê ôðàçîé, âûäå-
ëåííîé êóðñèâî ì.

2. Îïðå äåëèì íîâ óþ ôóíêöèþ: g(x) = f (x) � x äëÿêàæäîéx 2 [a;b].
Îíà íåïðåðûâíà è g(a) > 0; g(b) < 0, åñëè êîíöû èíòåðâàëà íå
ÿâëÿþòñÿ íåïî äâèæíûìè òî ÷êàìè. Íî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ìåíÿåò çíàê, íàéäåòñÿ õî òÿ áû î äíà òî ÷êà x â êî òîðîé g(x) = 0 )
f (x) = x.

3. Äåéñòâèòåëüíî,ïóñòü f (x) èìååò äâå íåïî äâèæíûõ òî ÷êè: x?; y?.
Òîãäà, d(f (x?); f (y?)) 6 sd(x?; y?). Íî òîãäà d(f (x?); f (y?)) =
d(x?; y?) 6 sd(x?; y?). Ñëåäîâàòåëüíî, d(x?; y?) = 0.

Ïóò åâî äèò åëü ïî ëèò åðàòóðå. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíî æåñòâ
ìî æíî íàéòè â [33�35]. Íåáî ëüøàÿ êíèæêà [41] ñîäåðæèòïðî ñòî å ââå-
äåíèå â òåîðèþ ìåðû, èñòîðèÿ ðàçâèòèÿêî òîðîé èçëîæåíî â ðàáîòåËå-
áåãà[3]. Îò ëè÷íî å ââåäåíèå â òåîðèþ ãëàäêèõìíîã îîáðàçèé ñîäåðæèò
ó÷åáíèê [5]. Ì åòðèêà Õàóñäîðôà â ïðî ñòðàíñòâå êî ìïàê òîâ è åå ñâÿçü
ñ ôðàêòàëàìè îïèñ àíà â [2]. Ñâî äêó ìíîãèõ ïðèâåäåííûõ îïðå äåëåíèé
ìî æíî íàéòè â ñïðàâî ÷íèêå [36].
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Summasine laude16

Ðàçóìååòñÿ, âñå ÷òî íà ïèñàíî âûøå ìî æíî áûëî áû èçëîæèòüãîðàçäî
ëó÷øå, íî âåäü ìî æíî áûëî è õóæå.. .
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